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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Слово «нестандартный» в названии этой книжки вызывает, ве¬ 
роятно, естественную настороженность. Что это еще за «нестан¬ 
дартный анализ»? Разве стандартный математический анализ, вер¬ 
но служивший нашим учителям, перестал нас удовлетворять? 
Нужно ли отказываться от накопленного в течение трех столетий 
богатства ради сомнительных новаций? 

Все эти вопросы заставляют нас начать с разъяснения места 
нестандартного математического анализа в современной матема¬ 
тике. Это место весьма скромно. Нестандартный анализ не собира¬ 
ется отменять стандартный. Все имеющиеся «стандартные» резуль¬ 
таты остаются в силе. Более того, нестандартный анализ не 
претендует на получение принципиально новых результатов: все 
результаты, полученные его методами, могут быть доказаны и 
привычными средствами. 

Зачем же он нужен? Можно сказать, что отличие нестандарт¬ 
ного способа изложения от стандартного состоит лишь в «выра¬ 
жениях, которые при нашем методе являются более прямыми я 
более пригодны для искусства изобретения» (Лейбниц). Трудно 
сказать, насколько это так: опыт применения нестандартного ана¬ 
лиза пока еще мал. Но если это действительно верно (пусть да¬ 
же в небольшой степени), то несомненно, что нестандартный ана¬ 
лиз заслуживает внимания. 

Интересно отметить, что нестандартный анализ —эта «модная 
новинка» — по существу пе так уж и нов. Его зарождение можно 
отнести к тому же времени, что и зарождение математического 
анализа как такового — к концу XVII века. Дело в том, что сам 
математический анализ появился —у одного из своих создателей, 
а именно Лейбница,— в той форме, которая, пожалуй, ближе к то¬ 
му, что сейчас принято называть «нестандартным анализом», чем 
к современному «стандартному» изложению {см. ниже § 12). По¬ 
истине, новое — это хорошо забытое старое. 

В этой книжке мы пытаемся показать, в чем состоит суть не¬ 
стандартного анализа, дав читателю возможность составить мнение 
о том, насколько он может оказаться полезным. 



§ 1. НЕСКОЛЬКО ПРИМЕРОВ 


Относятся ли грифоны и единороги к позвоночным? 
Как устроены их эндокринные системы? Как протекает 
химическая реакция между философским камнем и фло¬ 
гистоном? Читатель, обнаруживший в серьезной научной 
монографии обсуждение подобных проблем, будет, надо 
думать, несколько ошарашен. 

А ведь отдельные страницы 
сочинений по нестандартно¬ 
му анализу могут произве¬ 
сти на неподготовленного чи¬ 
тателя (впрочем, достаточно 
подготовленного, но именно 
в области обычной, стандарт¬ 
ной математики) сходное 
впечатление. Вот некоторые 
примеры. 


'У +а У 



х+йх х 


Рис. 1 


Пример 1. Вычислим производную функции у = 
=х 2 . Дадим аргументу х приращение сіх, перейдя от 
точки х к точке х + йх. Выясним, насколько при этом 
изменилось значение функции. В точке х оно равня¬ 
лось х г . В точке х + сіх оно равняется {х + йх) г ^х 2 Л- 
+ 2х ■ сіх + (сіх) 2 . Таким образом, оно изменяется на 
сіу — 2х ■ йх + (сіх) 2 (рис. 1). Отношение приращения йу 
функции у — х й к приращению сіх аргумента х равно 

2х- Их {ёх) 2 п , 

— = 2х + йх. 


ёу 

ёх 


ёх 


Если йх бесконечно мало (запись: йх « 0), то членом 
Ах в сумме 2х + сіх можно пренебречь, и искомая произ¬ 
водная (отношение приращения функции к приращению 
аргумента, если последнее бесконечно мало) равна 2х, 
Пример 2. Вычислим аналогичным способом про¬ 
изводную функции у = Ух. Приращение сіу равно 

С 





Ух + йх — Ух; частное 


"[/х + Ах — 
Ах 


Ау 

СІХ 


равно 


(Т/д + йх — ~1/х ) (1/а: + ^ + Т/я ) ^ 

<2х (~|/# ) 

X + Ах — X _ 1 _ 

Ах (~У х Ах х) "]/ х Ах -{- ~\/ х 


Взяв йх бесконечно малым, получаем, что производ- 
ная равна 

Пример 3. Этот пример относится не к вычисле¬ 
нию чего-либо, а к определению — определению понятия 
интеграла. Итак, что же такое интеграл 


ь 

| / (я) йх 

а 

от функции / по отрезку [а, Ъ ] ? Разобьем отрезок [ а , Ъ] 
на бесконечно большое число Я частей бесконечно ма¬ 
лой длины йх (так что Ь — а + Нйх). Рассмотрим теперь 
сумму 

/(а) + /(а + йх) + / (а + 2йх) + ... + / (а + (Я — 1)йх), 

состоящую из бесконечного числа членов, а именно из 
Я членов. Значение этой суммы, умноженное на йх , и 
будем считать интегралом от функции /. 

Пример 4. Доказательство равномерной непрерыв¬ 
ности функции, непрерывной на отрезке. Непрерывность 
функции / в точке х означает, что для любой бесконечно 
близкой к ней точки х значение І(х') бесконечно близко 
к /(ж); иначе говоря, для всякого х 

х & х {{х') & /(я), (1) 

где запись а « ^ означает бесконечную близость чисел 
а и (і. Поскольку по условию функция / непрерывна в 
каждой точке х, то (1) выполняется для всех х и для всех 
х. Таким образом, бесконечная близость любых двух ар¬ 
гументов влечет за собой бесконечную близость значений 
функции, а это и означает равномерную непрерывность. 

Пример 5. Построение неизмеримого множества. 
Каждое действительное число х , удовлетворяющее нера¬ 
венству 0<г< 1, разлагаем в бесконечную двоичную 
дробь; для обеспечения однозначности запрещаем разло¬ 
жения с бесконечным числом идущих подряд единиц. 
Фиксируем произвольное бесконечно большое натураль¬ 
ное число ѵ и отбираем те действительные числа, у кото- 
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рых ѵ й член разложения равен единице; множество всех 
отобранных таким образом действительных чисел неиз¬ 
меримо по Лебегу. 

Пример 6 к Разложение синуса в бесконечное про¬ 
изведение. Отправляясь от равенства 

«’-( 1 + т )** ( 2 ) 

где I означает бесконечно большое число» (от латинского 
іпііпііиз, что значит „бесконечный"; не путать с обозна¬ 
чением мнимой единицы, происходящим от латинского 
же шіадіпагтв, что значит „воображаемый"), «рассмот¬ 
рим выражение 


Далее, используем делимость двучлена а* — 2 П на трех¬ 
члены вида а 2 — 2 а 2 СОз (2йя/п) + 2 *, причем полагаем а = 
= (1 + х/і), 2 — (1 — х/і), п = і. «Так как дуга 2кп/і беско¬ 
нечно мала, то 

соз — я =* 1 —— пН 9 (4) 


Поэтому «функция е* —е" х будет делиться на 1 -\— 

к я 


х 


2 


о 1 

Г 


где член 



может быть опущен без опасения, пото¬ 


му что даже после умножения на і он останется беско¬ 
нечно малым. Кроме того, первый множитель будет ра¬ 
вен х . Вследствие этого после расположения этих мно¬ 
жителей по порядку будет 


е* - 


2 


х 




п 


— ,)(і + 4 

4 я 2 А 9л 2 


1 + 


X 


16л 2 / 


1 + 


X 


25я‘ 


(5) 


и т. д.» Делая в тождестве (5) подстановку х — гі/— 1, 
получаем окончательно 



Студент-математик, ответ которого на экзамене по ма¬ 
тематическому анализу содержал бы пересказ любого из 
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изложенных примеров, надо думать, полупил бы двойку. 
Однако способ вычисления производной, примененный в 
примерах 1 и 2, указан в § 7 гл. 2 книги Мартина 
Девиса «Прикладной нестандартный анализ» [3], приме¬ 
ры 4 и 5 заимствованы из той же книги (теоре¬ 
ма 5.8 и § 9 гл. 2), а определение интеграла взято (с 
несущественными изменениями, в том числе сознательно 
допущенной неточностью, которая будет исправлена 
далее, в § 8) из книги Кейслера «Элементарный анализ» 
[38]. Пример 6 воспроизводит рассуждения Эйлера, со¬ 
держащиеся в § 155—158 первого тома его сочинения «Іп- 
Ігойисііо іп Апаіузіп іпііпііогит», опубликованного в 
1748 г. (русский перевод с латинского см. в [16]). Текст, 
взятый при изложении примера 6 в кавычки, принадле¬ 
жит непосредственно Эйлеру; заключительная формула 
(6) есть знаменитая формула Эйлера для синуса, верная 
при любом комплексном 2 . 

Если примеры 1 и 2 хотя и могут шокировать нас 
наивной нестрогостью, но все же в известной мере соот¬ 
ветствуют интуиции, то пример 4 противоречит на пер¬ 
вый взгляд именно здравому смыслу: остается непонят¬ 
ным, почему проведенное рассуждение нельзя применить 
не к отрезку, а, скажем, к интервалу, для которого, как 
известно, теорема о равномерной непрерывности невер¬ 
на. Примеры 3 и 6 (если не знать, что последний при¬ 
надлежит Эйлеру) производят еще более странное впе¬ 
чатление, а пример 5 представляется просто-напросто аб¬ 
ракадаброй. 

Нестандартный анализ, однако, почти сплошь состо¬ 
ит из подобной «абракадабры», имеющей в нем точный 
математический смысл (для примеров 1—6 этот смысл 
будет прокомментирован ниже, в § 8). Он позволяет, в 
частности, с новой точки зрения посмотреть на многие 
рассуждения классиков математического анализа, кажу¬ 
щиеся нестрогими, но приводящие к успеху, и путем от¬ 
носительно небольших уточнений сделать их удовлетво¬ 
ряющими современным критериям строгости. 


§ 2. ЧТО ТАКОЕ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ? 

Первое, что нужно уточнить в приведенных в преды¬ 
дущем параграфе «нестандартных» рассуждениях,— это 
понятие бесконечно малой величины. Один из наиболее 
принципиальных моментов нестандартного анализа со¬ 
стоит в том, что бесконечно малые рассматриваются не 
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как переменные величины (т. е. не как функции, стре¬ 
мящиеся к нулю, как учат нас современные учебники), 
а как величины постоянные. Уместно отметить, что та¬ 
кой подход хорошо согласуется как с интуицией естест¬ 
воиспытателя, так и с реальной историей зарождения 
математического анализа. Что касается интуиции, то до¬ 
статочно раскрыть любой учебник физики, чтобы натолк¬ 
нуться на бесконечно малые приращения, бесконечно 
малые объемы и т. п. Все эти величины мыслятся, разуме¬ 
ется, не как переменные, а просто как очень маленькие, 
почти равные нулю. Было бы неправильно считать по¬ 
добного рода интуицию присущей лишь авторам учебни¬ 
ков физики. Вряд ли какой-то математик воспринимает 
(наглядно) элемент дуги иначе, чем «очень маленькую 
дугу». Любой математик, составляя соответствующее 
дифференциальное уравнение, скажет, что за бесконечно 
малое время йі точка прошла бесконечно малый путь 
а количество радиоактивного вещества изменилось на 
бесконечно малую величину дМ. 

Что же касается истории математического анализа, 
то в наиболее явной форме излагаемый подход проявил¬ 
ся у одного из основоположников этой науки — Лейбни¬ 
ца. В мае 1984 г. исполнилось 300 лет с того дня, как 
символы йх и йу впервые появились на страницах мате¬ 
матических публикаций, а именно в знаменитом мемуаре 
Лейбница «Новый метод...» [7]. Именно Лейбниц яснее 
других ощущал бесконечно малые величины постоянны¬ 
ми (хотя и воображаемыми, идеальными) величинами 
особого рода, и именно Лейбниц сформулировал пра¬ 
вила оперирования с бесконечно малыми в виде ис¬ 
числения. 

Итак, речь будет идти о бесконечно малых числах. 
Какое же число следует называть бесконечно малым? 
Во-первых, конечно, нуль! Но это не интересно — инте¬ 
ресно найти бесконечно малое число, не равное нулю 
(например, положительное). Какие положительные чис¬ 
ла следует называть бесконечно малыми? 

Первый — самый наивный — ответ таков: положитель¬ 
ное число в называется бесконечно малым, если оно 
меньше всех положительных чисел (рис. 2). Легко понять, 
однако, что бесконечно малых в этом смысле положитель¬ 
ных чисел не бывает; ведь если число меньше всех 
положительных чисел и само положительно, оно должно 
быть меньше самого себя. Попытаемся исправить поло¬ 
жение, потребовав, чтобы е было меньше всех других 
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положительных чисел, но больше нуля, т. е. чтобы в 
было наименьшим в множестве положительных чисел. 
На числовой оси такое е должно изобразиться самой 
левой точкой множества (0, +<*>) (рис. 3). Это «опре¬ 
деление» бесконечно малого числа часто приводят школь- 



Положительные числа 


Рис. 2 


ники, только что начавшие изучать математический ана¬ 
лиз. К сожалению, числа е с указанными свойствами 
тоже нет и быть не может: если е положительно, 
то число е/2 будет положительным числом, мень- 




/ 7/77 


■Г>гпттт 77 
Положительные числа 


Рис. 3 


шим е, (Согласно обычным свойствам неравенств 
для всякого а > 0 выполняются неравенства 0 < а/2 < 
< а ). Так что если мы не хотим отказываться от при¬ 
вычных нам свойств действительных чисел (напри¬ 
мер, от возможности разделить любое число на 2 или от 
возможности умножить любое неравенство на положи¬ 
тельное число), но хотим иметь бесконечно малые чис¬ 
ла, то приведенное определение бесконечной малости пэ 
годится. 

Более изощренное определение бесконечной малости 
числа е > 0, которое мы и будем использовать в дальней¬ 
шем, таково. Будем складывать число е с самим собой, 
получая числа е, е + е, е + е + е, е + в + е +е и т. д. Ес¬ 
ли все полученные числа окажутся меньше 1, то число 
е и будет называться бесконечно малым. Другими слова¬ 
ми, если е бесконечно мало, то сколько раз ни отклады¬ 
вай отрезок длины е вдоль отрезка длины 1, до конца не 
дойдешь (рис. 4). Наше требование к бесконечно мало¬ 
му е можно переписать и в такой форме (поделив на б ): 

1 + К-Ь 1 + 1+ 1<т* 
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Таким образом, если число е бесконечно мало, то 
число 1/е бесконечно велико в том смысле, что оно боль¬ 
ше любого из чисел 1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1 и 
т. д. Так что если мы начнем измерять отрезок длиной 
Цг с помощью эталона длины (т. е. откладывая после¬ 
довательно отрезки единичной длины), то процесса из¬ 
мерения никогда не закончим. Из сказанного можно ви- 


- 

$ § & е 

Рис. 4 

деть, что существование бесконечно малых противоречит 
так называемой аксиоме Архимеда, которая утверждает, 
что для любых двух отрезков А в. В можно отложить 
меньший из них (А) столько раз, чтобы в сумме полу¬ 
читъ отрезок, превосходящий по длине больший отрезок 
( В ). (На рис. 5 потребовалось отложить отрезок А четы¬ 
ре раза.) 

Приведенная формулировка касается отрезков; если 
считать (как это обычно делается),. что длины отрезков 


В 



А 


А 


А 


1 


Рис. 5 

являются числами, мы приходим к такой форліулировкѳ 
аксиомы Архимеда: для любых двух чисел а и 6, для ко¬ 
торых 0<а< 6, одно из неравенств а + а> Ь, а + а + 
+ а > 6,... обязательно выполнено. В дальнейшем, го¬ 
воря об аксиоме Архимеда, мы будем иметь в виду имен¬ 
но эту формулировку. Из нее видно, что в множестве 
действительных чисел (где эта аксиома выполняется) 
бесконечно малых нет: чтобы убедиться в этом, достаточ¬ 
но положить а = е, 6 = 1. Мы увидим в дальнейшем, что 
на самом деле аксиома Архимеда равносильна утвержде¬ 
нию об отсутствии бесконечно малых элементов, не рав¬ 
ных нулю. 
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Вывод из всего сказанного таков: если мы хотим рас¬ 
сматривать бесконечно малые, нужно расширить мно¬ 
жество К действительных чисел до некоторого больше¬ 
го множества *К. Элементы этого нового множества бу¬ 
дем называть гипердействительными числами. В нем 
аксиома Архимеда не выполняется и существуют беско¬ 
нечно малые (в смысле последнего определения) числа — 
такие, что сколько их ни складывай с собой, сумма будет 
все время оставаться меньше 1. Подобно тому как обыч¬ 
ный (или стандартный) математический анализ зани¬ 
мается изучением множества действительных чисел 0? г 
нестандартный анализ изучает множество гипердействи¬ 
тельных чисел *К. Полученные при этом результаты ис¬ 
пользуются для исследования свойств К. (Таким обра¬ 
зом могут быть получены «нестандартные» доказательст¬ 
ва свойств обыкновенных действительных чисел.) 

Порядок на В? архимедов, а на неархимедов: это 
значит, что в К аксиома Архимеда выполняется, а в 
не выполняется. По этой причине стандартный (обыч¬ 
ный) анализ, изучающий 0?, называется еще архимедо¬ 
вым , а нестандартный анализ,., изучающий *К, называ¬ 
ют неархимедовым. 

Итак, для построения нестандартного анализа необхо¬ 
димо расширить множество действительных чисел до бо¬ 
лее широкого множества гипердействительных чисел. Но 
прежде поговорим о самих действительных числах и их 
происхождении. 

До сих пор мы молчаливо предполагали известным по¬ 
нятие действительного числа. Тем не менее не стоит за¬ 
бывать, что понятие действительного числа имеет долгую 
историю, начавшуюся еще в древней Греции (о чем на¬ 
поминает название «аксиома Архимеда») и закончившу¬ 
юся лишь в XIX веке. Уроки этой истории помогут нам 
лучше понять место гипердействительных чисел среди 
различных числовых систем. 

Самой первоначальной и основной числовой системой 
является, конечно, система натуральных чисел. Извест¬ 
ное изречение немецкого математика Л. Кронекера 
(1823*—1891) «Біе ^апге 2аЫеп Ьаі йег ІіеЬе Соіі ре¬ 
шаем, аІ1е8 апсіегез ізі МепесЬешѵегк» («Господь бог 
создал целые числа, все остальное — дело рук человече¬ 
ских») в еще большей степени применимо к натуральным 
числам (впрочем, скорее всего, Кронѳкер имел в виду 
как раз натуральные числа, а наш перевод слишком бук¬ 
вальный) . 
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Натуральных чисел, однако, оказывается мало: пы¬ 
таясь решить уравнение 3 + х = 2 в натуральных чис¬ 
лах, мы обнаруживаем, что оно не имеет решений и на¬ 
ше желание определить операцию вычитания оказывает¬ 
ся неудовлетворенным. Поэтому мы расширяем множе¬ 
ство натуральных чисел до множества целых чисел. В 
этой (несомненно, хорошо знакомой читателю) процедуре 
для нас сейчас важно следующее: каким образом мы оп¬ 
ределим сложение и умножение на целых числах? То, 
что 2 + 2 = 4, можно увидеть, сложив две кучи по два 
яблока в одну. Но почему мы считаем, что (—2) + 
+ (— 2) = (— 4)? Почему мы считаем, что (— 1) - (— 1) = 
= 1 ? 

Эти вопросы не так тривиальны, как нам сейчас может 
показаться. Найти правильный ответ будет легче, если 
сформулировать вопрос иначе: что плохого произой¬ 
дет, если мы будем считать, например, что (— 1)-(— 1) = 
=— 1? Ответ прост: в этом случае хорошо известные свой¬ 
ства сложения и умножения натуральных чисел (комму¬ 
тативность, ассоциативность и др.) не будут выполнять¬ 
ся для целых чисел. Можно показать, что обычное 
определение операций над отрицательными числами един¬ 
ственно возможное, если мы хотим сохранить привычные 
свойства операций сложения и умножения. 

Тут следует остановиться и спросить: какие же именно 
свойства сложения и умножения мы хотим сохранить? 
Ведь если бы мы хотели сохранить все свойства, то вве¬ 
дение отрицательных чисел было бы не только излишне, 
но и вредно: свойство «уравнение ж + 3 = 2 не имеет ре¬ 
шений», верное для натуральных чисел, становится не¬ 
верным для целых! Если же мы ничего не хотим сохра¬ 
нить, то задача становится столь же легкой, сколь и 
пустой: можно определить операции с отрицательными 
числами как угодно. Правильный выбор здесь, как обыч¬ 
но, представляет собой умелое лавирование между Оцил¬ 
лой слепого следования традициям и Харибдой, бесплод¬ 
ного новаторства. 

Возвращаясь к истории развития понятия числа, мы 
видим, что введение отрицательных чисел не доставляет 
полного удовлетворения: уравнение 2 • х = 3 по-прежне¬ 
му не имеет решения. Это побуждает ввести рациональ¬ 
ные (дробные) числа. Но и этого недостаточно: от раци¬ 
ональных чисел приходится перейти к действительным. 
В результате получается последовательность множеств 
N сз 2 сг О сг К (натуральных, целых, рациональных и 
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действительных чисел; А с: В означает, что всякий эле¬ 
мент множества А принадлежит множеству В). В этой 
последовательности каждое следующее множество вклю¬ 
чает в себя предыдущее, при этом имевшиеся в предыду¬ 
щем операции продолжаются на следующее, более ши¬ 
рокое, множество, сохраняя свои полезные свойства. 

Мы хотим продолжить эту последовательность еще на 
один член, получив последовательность 0Мс:2с:©с:[!?с: 
с: где *іР — множество гипердействительных чисел. 

Забегая вперед,, скажем, что новый шаг расширения бу¬ 
дет иметь много общего с предыдущими: мы продолжим 
на *іР имевшиеся в К операции, сохранив их полезные 
свойства. Но будут и два важных отличия. Во-первых, 
это расширение (переход от К к можно выпол¬ 

нить многими различными способами: можно построить 
сз^щественно различные множества *К, ни одно из кото¬ 
рых ничем не выделяется среди остальных. В то же 
время все предыдущие шаги нашего расширения число¬ 
вой системы от N к К были в некотором смысле од¬ 
нозначны. Во-вторых, есть различие в наших целях. Ес¬ 
ли прежде (двигаясь от 14 к К) мы строили новую 
числовую систему прежде всего для того, чтобы иссле¬ 
довать ее свойства и ее применения, то построенная си¬ 
стема *5ч предназначается не столько для того, чтобы 
исследовать ее свойства, сколько для того, чтобы с ее 
помощью исследовать свойства !Р* Впрочем, быть мо¬ 
жет, различие и не так велико: и раньше расширение 
числовой системы было одним из способов получения но¬ 
вых знаний о старых объектах (пример: аналитическая 
теория чисел). Кроме того, множество можно рас¬ 
сматривать, быть может, как соответствующее физиче¬ 
ской реальности в не меньшей (и даже в большей) сте¬ 
пени, чем 0? (см. об этом в § 12). 

Итак, вернемся к стоящей перед нами задаче: необ¬ 
ходимо расширить множество К действительных чисел 
до большего множества *К, содержащего бесконечно ма¬ 
лые, сохранив при этом все полезные свойства К. Цент¬ 
ральный вопрос здесь, разумеется, состоит в том, какие 
именно свойства действительных чисел мы желаем со¬ 
хранить. Ответим на этот вопрос не сразу, начав с на¬ 
иболее простых свойств действительных чисел. 

Прежде всего, мы хотим, чтобы гипер действительные 
числа можно было складывать, умножать, вычитать и 
делить, чтобы эти операции обладали обычными свойст¬ 
вами, называемыми «аксиомами поля». Сформулируем их. 
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Среди гипердействительных чисел должны быть вы¬ 
делены числа 0 и 1; должны быть заданы операции сло¬ 
жения (х + г/), умножения (х-у), взятия противополож¬ 
ного (— х), а также операция взятия обратного (1/х) 
при х^О. При этом должны выполняться такие свой¬ 
ства: 


(1) 

а 

+ 

Ъ = Ь + а; 


(2) 

а 

+ 

(Ъ + с) 

= (а 

+ Ь)+ с; 

(3) 

а 

+ 

0 = а; 



(Ч 

а 

+ 

(-*)= 

Ю; 


(5) 

а 

• 

Ъ = Ь • і 

а; 


(6) 

а 

• 

(Ь-с) = 

= (а • 

Ь) с; 

(7) 

а 

• 

1 = а; 



(8) 

а 

• 

(Ь + с) 

= а 

* Ъ + а * с; 

(9) 

а 

• 

(1 /а) = 

1 при а Ф 0. 


Множество с операциями, обладающими этими свойства¬ 
ми, называется полем. Таким образом, требования (1) — 
(9) можно коротко сформулировать так; *Е должно быть 
полем. 

Кроме арифметических операций, мы должны задать 
на гипердействительных числах порядок. Это значит, что 
для любых двух различных гипердействительных чисел 
а и Ъ должно быть определено, какое из них больше. 
(Если а больше 6, будем писать а>Ь или Ъ<а.) При 
этом должны выполняться такие свойства; 

(10) если а > 6, Ь > с, то а > с; 

(11) если а> Ь, то а + с> Ь + с для любого с; 

(12) если а > Ь, с > 0, то а • с > Ь * с; 
если а > Ь, с < 0, то а • с < Ь • с. 


Поле, в котором введен порядок с такими свойства¬ 
ми, называется упорядоченным полем . Таким образом, 
можно сказать, что должно быть упорядоченным 

полем. 

Мы хотим, чтобы среди гипердействительных чисел 
были все действительные. При этом операции и порядок 
на К и *К должны быть согласованы — именно, если 
сумма двух действительных чисел хи у равна 2 , то 
сумма хи у, рассматриваемых как гипердействительныэ 
числа, также должна быть равна 2 . (Было бы очень 
странно, если бы после перехода к гипердействительным 
числам равенство 2 + 2 = 4 стало неверным!) Точно так 
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же должно обстоять дело и с другими операциями, а 
также с порядком: если х, у — действительные числа а 
х > у (в обычном смысле), то х должно быть больше у 
и как гипердействительное число! Эти требования согла¬ 
сованности можно кратко выразить так: упорядоченное 
поле должно быть расширением упорядоченного по¬ 

ля К. 

Этим далеко не исчерпываются те свойства действи¬ 
тельных чисел, которые мы желаем сохранить. Но нуж¬ 
но сказать и о том, что нового мы ожидаем от *К. Итак, 
чего же не хватало? Ясно чего: бесконечно малых! (Точ¬ 
нее, следовало бы сказать «бесконечно малых, отличных 
от нуля»,— так как 0 также будет бесконечно малым чи¬ 
слом по нашему определению.) Что же такое бесконеч¬ 
но малое число (точнее, бесконечно малый элемент упо¬ 
рядоченного поля)? 

Определение. Элемент х > 0 упорядоченного по¬ 
ля называется бесконечно малым , если х < 1, х + х < 1, 
х 4- х + х < 1 и т. д. Это определение относится к неот¬ 
рицательным х; отрицательное же х называется беско¬ 
нечно малым, если — ж(= Ы) бесконечно мало. 

Как мы видели, существование ненулевых бесконечно 
малых противоречит аксиоме Архимеда (см. выше). Вер¬ 
но и обратное: если для упорядоченного поля не выпол¬ 
нена аксиома Архимеда, т. е. существуют такие х , у > О, 
что х < у, х + х < у, х + х + х < у и т. д., то существу¬ 
ют ненулевые бесконечно малые. Таким будет, напри¬ 
мер, число х/у\ умножая неравенство х + х + ... + х < 
< у на положительное число 1/у, получаем в силу свой¬ 
ства (12), что х[у + х/у + ... + х/у < 1. 

Таким образом, существование ненулевых бесконечно 
малых равносильно нарушению аксиомы Архимеда для 
гипердействительных чисел. Упорядоченные поля, в ко¬ 
торых справедлива аксиома Архимеда. и нет бесконечно 
малых, называют архимедово упорядоченными , или про¬ 
сто архимедовыми упорядоченными полями. Те поля, в 
которых аксиома Архимеда неверна и есть бесконечно 
малые, называют неархимедово упорядоченными ( неар¬ 
химедовыми ). В этих терминах наши требования можно 
сформулировать так: система гипердействительных чи¬ 
сел должна быть неархимедово упорядоченным полем, 
являющимся расширением упорядоченного поля действи¬ 
тельных чисел. 

В этом месте возникает вопрос: выполнимы ли наши 
требогания? Можно ли построить числовую систему, им 
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удовлетворяющую? Оказывается, что да. (Более того, мы 
впоследствии сформулируем гораздо более сильные тре¬ 
бования, и они окажутся-выполнимыми!) 

§ 3. ПЕРВОЕ ЗНАКОМСТВО 
С ГИПЕРДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ПРЯМОЙ 

Начнем с того, что в геометрических задачах на 
построение называют анализом: предположив, что неар¬ 
химедово расширение упорядоченного поля действитель¬ 
ных чисел существует, исследуем его свойства. 

Итак, пусть — неархимедово расширение К. Его 
элементы называются гипердействительными числами. 
Среди них, в частности, содержатся и все действитель¬ 
ные числа. Чтобы отличить их от тех гипердействитель¬ 
ных чисел, которые не являются действительными, будем 
называть действительные числа (элементы К) стан¬ 
дартными , а остальные гипердействительные числа (эле¬ 
менты *К\К) — нестандартными . 

Согласно нашему предположению среди гипердейст¬ 
вительных чисел существуют бесконечно малые. Они яв¬ 
ляются, очевидно, нестандартными, так как среди стан¬ 
дартных, т. е. действительных, чисел бесконечно малых 
нет. Рассмотрим произвольное положительное бесконечно 
малое число в. Оно меньше любого стандартного положи¬ 
тельного числа а. В самом деле, пусть в > а. Так как а 
стандартно, а для стандартных чисел справедлива акси¬ 
ома Архимеда, найдется такое натуральное число /г, что 

а а -{- ... а 1* 

. — ■—V — ... 

и раз 

Но тогда 

6 + В + ... + + ... + Я ^ 1^ 

п раз п раз 

что противоречит бесконечной малости е. Полученное 
противоречие показывает, что в < а. Итак, бесконечно 
малые положительные числа меньше всех стандарт¬ 
ных положительных чисел. (Аналогичным образом отри¬ 
цательные бесконечно малые числа больше всех стан¬ 
дартных отрицательных чисел.) Таким образом, если пы¬ 
таться изобразить бесконечно малые числа на числовой 
прямой, то пришлось бы втиснуть их настолько близко 
к нулю, чтобы все положительные стандартные числа ока¬ 
зались справа, а все отрицательные — слева, 

^ П, А, Успенский 
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Указанное свойство может служить определением бес- 
конечной малости; если число е > 0 меньше всех стан¬ 
дартных положительных чисел, то оно бесконечно мало. 
В самом деле, в этом случае для любого натурального п 

е 4- в 4- ... + е<^1 А 

п раз 

так как е меньше стандартного числа 1 [п. 

Разумеется," бесконечно малыми не исчерпываются 
все нестандартные числа. Например, 1 + е (где е > 0 — 
бесконечно малое) также нестандартно (если бы оно 
было стандартным, то и е = (1 + е) — 1 было бы стандарт¬ 
но как разность двух стандартных). Однако оно не яв¬ 
ляется бесконечно малым (так как больше 1). Более 
изощренный пример — гипер действительное число 1/е, 
где е — бесконечно малое число, отличное от нуля. (Ого¬ 
ворка «отличное от нуля» важна, ведь і/х согласно оп¬ 
ределению поля определено только при х Ф 0: в не¬ 
стандартном анализе, как и в стандартном, на нуль де¬ 
лить нельзя!) Число 1/е служит примером «бесконечно 
большого» гипердействительного числа. 

Определение. Гипердействительное число А > 0 
называется бесконечно большим , если 

А>1, А> 1 + 1, А >1 + 1 + 1,... 

(Отрицательное число В называется бесконечно боль¬ 
шим, если таков его модуль |В| = — В.) 

Покажем, что при бесконечно малом е > 0 число А *=* 
= 1/е будет (положительным) бесконечно большим. В 
самом деле, умножая обе части неравенства 

е 4" е ~Ь ••• + е< СІ 

п раз 

на число 1/е, получаем 

1 + 1 + . .. + 1 < 1/е,. 

п раз 

что и требовалось. Легко видеть, что положительное бес¬ 
конечно большое число А больше любого стандартного: 
если а — произвольное стандартное число, то найдется 
такое натуральное п , что 14-. * . +1 >■ а и тем более 

п раз 

А > а. Аналогичным образом всякое отрицательное бес¬ 
конечно большое гипердействительное число меньше лю¬ 
бого стандартного. 



Легко видеть, что если А бесконечно большое чис¬ 
ло, то і ІА — бесконечно малое отличное от 0 число. Эго 
показывает, что архимедово упорядоченное поле можно 
определить как упорядоченное соле, в котором имеются 
бесконечно большие элементы. (Напомним, что ранее мы 
определяли неархимедово поле как то, для которого не 
выполнена аксиома Архимеда иля — что равносильно — 
как то, в котором есть бесконечно малые.) 

Гипердействительные числа, не являющиеся бесконеч¬ 
но большими, будут называться конечными . Равносиль¬ 
ное определение: число А конечно, если а<А<Ь для 
некоторых стандартных а и Ь. Все стандартные числа, 
очевидно, конечны. Пример конечного, но не стандартно¬ 
го числа уже приводился — это число 1 + в, где е>0 — 
бесконечно малое. Вообще, если а — стандартное число, 
а е — бесконечно малое, отличное от 0, то а 4- е — конеч¬ 
ное нестандартное число. В самом деле, оно конечно, так 
как — 1 < е < 1 (е бесконечно мало) и, следовательно, 
а — 1<а+е<а+1. Если бы оно было стандартным, то 
п число е=(а+е) — а было бы стандартным как раз¬ 
ность двух стандартных чисел. 

Оказывается, что таким образом могут быть получены 
все конечные гипердействительные числа. Точнее, спра¬ 
ведливо такое утверждение: если &• — конечное гипердей¬ 
ствительное число, то найдутся стандартное ѵ и бесконеч¬ 
но малое е, для которых 5 = ѵ + в. В самом деле, пусть 
5 — конечное гипердействительное число. В силу его ко¬ 
нечности найдутся (стандартные) действительные числа 
а ш Ь, для которых а < 5 < Ь. Расссмотрим два множест¬ 
ва (стандартных) действительных чисел: множество Ь 
всех стандартных х , меньших 5, а также множество В 
всех стандартных ж, больших 5. Множество Ь содержит 
а, а множество К содержит 6, поэтому оба эти множест¬ 
ва непусты. Они не пересекаются (по определению по¬ 
рядка никакое число не может быть одновременно боль¬ 
ше и меньше 5). Любое число из Ь меньше любого числа 
из В: если р<$ и 5 < то р < д. В силу известного 
свойства действительных чисел («аксиомы полноты в 
форме Дедекинда») найдется «разделяющее число» ѵ , 
т. е. такое ѵ, что р<ѵ для всех р*=Ь и для всех 

Ч*=В. (Можно взять ѵ равным точной верхней грани Ь 
или точной нижней грани В.) Осталось доказать, что раз¬ 
ность е=5 — ѵ будет бесконечно малой. Докажем, нанри- 
мер, что е меньше любого стандартного положительного 
числа г, т. е. что 5 — ѵ < ъ или з <ѵ + 

2 * 
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Если это не так и у + г<$, то ѵ + %/2<ѵ + г<$, т. е. 
у + г/2е=А. Но это противоречит тому, что ѵ — разделя¬ 
ющее число, так как ѵ + г/2 > у, а все элементы Ь долж- 
ны быть не больше ѵ. Аналогичным образом доказывает¬ 
ся, что в = 5 — ѵ больше всех отрицательных стандарт¬ 
ных чисел. 


5 


і. 

' ѵ + г 

і _ і _ і _ 

К 


і -, ,- 

' ѵ + г/2 ' 


V 


Рис. 6 

Итак, каждое конечное гипердействительное число 
может быть представлено в виде ѵ + г, где ѵ — стандарт¬ 
ное, а е — бесконечно малое. Такое представление един¬ 
ственно. В самом деле, если у + е = і/ + в', то ѵ — і/ = 
= в' — в. Здесь левая часть стандартна, а правая беско¬ 
нечно мала (Іе — е'І <г для любого стандартного поло-> 
жительного г, так как |в — в'І ^ ІвІ + \г'\ < г/2 + г/2 ==* 
= г; ІеІ < г/2, Іе'І<г/2 в силу бесконечной малости е, 
в'). Так как среди стандартных чисел нет бесконечно 
малых, кроме нуля, то ѵ — ѵ =в' — 8= 0, что и требова¬ 
лось доказать. Это свойство дает нам право сформули¬ 
ровать такое определение: стандартной частью 81 (х) ко¬ 
нечного гипердействительного числа х называется такое 
стандартное ѵ , что х = ѵ + в для бесконечно малого в, 


Отрицательные бесконечно Конечные положительные бесконечно 
большие большие 


Рис. 7 

Попытаемся теперь «окинуть взором» гипердействи¬ 
тельную прямую. Прежде всего, видно, что она разбива¬ 
ется на три части (слева направо): отрицательные бес¬ 
конечно большие, конечные, положительные бесконечно 
большие. 

Издали «конечная часть» гипердействительной пря¬ 
мой выглядит как обычная действительная прямая. Но 
если присмотреться, то можно увидеть, что рядом с каж¬ 
дым стандартным действительным числом а расположено 
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множество бесконечно близких к нему гипердействитель¬ 
ных чисел, для которых а является стандартной частью. 
Это множество (из уважения к Лейбницу) называют 
монадой стандартного числа а. Таким образом, множест¬ 
во конечных гипердействительных чисел разбито на не- 
пересекающиеся классы — монады, соответствующие стан¬ 
дартным действительным числам. 

Легко проверить, что сумма и разность бесконечно 
малых бесконечно малы, произведение бесконечно мало¬ 
го и конечного гипердействительных чисел бесконечно 
мало. Приведем простые доказательства этих свойств, 
чтобы читатель мог постепенно привыкнуть к стилю рас- 
суждений в нестандартном анализе. Пусть е и г беско¬ 
нечно малы. Докажем, что е + г' и е — е' бесконечно ма¬ 
лы, т. е. что |е + е'|<р, Іе — е'|<р для любого стан¬ 
дартного положительного р. В самом деле, Іе+е / І< 
<Іе| + Іе'1 и 1е — е'І < ІеІ + Іе'І. Далее, |еІ<р/2 и 
Іе'І < р/2, так как е и е' бесконечно малы. Поэтому 
ІеІ + Іе'І < р, откуда и вытекает требуемое. 

Пусть теперь е бесконечно мало, а а конечно. Так как 
а конечно, то Ы меньше некоторого стандартного А . 
Тогда |е ■ а\ < ІеІ • \А I. Докажем, что ІеІ * ІЛІ <р для 
любого стандартного р > 0. В самом деле, ІеІ <р/|Л|,так 
как е бесконечно мало, а р/\А\ —стандартное положи¬ 
тельное число. Таким образом, е * а — бесконечно малое. 

Словесно близкие (если не точно такие же) утверж¬ 
дения о бесконечно малых величинах, вероятно, хорошо 
знакомы читателю из учебников математического анали¬ 
за. Это сходство, однако, не должно заслонять принципи¬ 
ального различия: в учебнике анализа речь идет о по¬ 
следовательностях действительных чисел (которые на¬ 
зываются бесконечно малыми, если их предел равен ну- 
лю), а у нас — не о последовательностях, а о новых, ги¬ 
пердействительных числах. 

Назовем два гнпердействительных числа бесконечно 
близкими , если их разность бесконечно мала. Из приве¬ 
денных выше свойств бесконечно малых следует, что от¬ 
ношение бесконечной близости есть отношение эквива¬ 
лентности. Напомним, что это означает, что отношение 
бесконечной близости рефлексивно (каждое х бесконечно 
близко самому себе), симметрично (если х бесконечно 
близко к у, то у бесконечно близко к х) и транзитивно 
(если х бесконечно близко к у, а у бесконечно близко 
к 2 , то х бесконечно близко к г). Всякое отношение эк¬ 
вивалентности разбивает множество, на котором оно оп- 
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ре делено, на непересекающиеся классы, причем любые; 
два элемента одного класса эквивалентны, а любые два 
элемента разных классов не эквивалентны. В частности, 
наше отношение разбивает на непересекающиеся 

классы, причем элементы одного класса бесконечно близ* 
ки друг к другу, а элементы разных классов — нет. 
Классы, содержащие стандартные действительные числа,' 
представляют собой упоминавшиеся выше «монады». 

Ознакомившись со строением *К «в малом», посмот¬ 
рим на его строение «в большом». Рассмотрим другое от¬ 
ношение эквивалентности на говоря, что гнпердей- 

ствительные числа х и у «находятся в одной галактике», 
если их разность — конечное гипердействительное чис¬ 
ло. Ясно, что мы получаем отношение эквивалентности 
на множестве всех гипердействительных чисел (если 
х — у и у — 2 конечны, то их сумма, равная х — г, конеч¬ 
на). Это отношение разбивает все гипердействительыыѳ 
числа на классы, которые естественно назвать галакти¬ 
ками. Это разбиение является более «грубым», чем раз¬ 
биение на монады: каждая галактика представляет со¬ 
бой объединение бесконечного числа монад. Одной из 
галактик является множество всех конечных гипердейст¬ 
вительных чисел (эту галактику естественно назвать «на¬ 
шей галактикой»), любая другая галактика либо состоит 
из бесконечно больших положительных чисел, либо со¬ 
стоит из бесконечно больших отрицательных чисел. Га¬ 
лактики «не смешиваются»: если Сч и Сг% — две галакти¬ 
ки, то либо Сі лежит вся левее 0 2 (т. ѳ. любое число 
из Сі меньше любого числа из С 2 ), либо наобо¬ 
рот. Между любыми двумя галактиками существует 
третья (чтобы найти ее, возьмем х и у из двух первых 
галактик и рассмотрим галактику, содержащую их полу¬ 
сумму (х + у)/2) и, следовательно, бесконечно много 
промежуточных (возьмем четвертую между первой и 
третьей и т. д.). Среди галактик нет ни наибольшей («са¬ 
мой правой»), ни наименьшей («самой левой»): если га¬ 
лактика С содержит х , а (о — бесконечно большое, то чис¬ 
ло х + (о будет находиться в галактике С', расположен¬ 
ном правее С, а число х ~ ы будет находиться в галакти¬ 
ке С", расположенной левее б?. 

Как и в обычном изложении математического анали¬ 
за, мы можем различать бесконечно малые (или беско¬ 
нечно большие) разных порядков. Именно: будем гово¬ 
рить, что бесконечно малое е является бесконечно малым 
более высокого порядка, чем бесконечно малое б, если 
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отношение е/б бесконечно мало. Аналогичным образом 
бесконечно большое А имеет более высокий порядок, чем 
бесконечно большое 5, если А/В бесконечно велико. Со¬ 
гласно этим определениям, для любого бесконечно мало¬ 
го е можно указать бесконечно малое более высокого 
порядка, например е 2 ; е 3 будет иметь еще более высо¬ 
кий порядок и т. д. (Аналогично обстоит дело и для бес¬ 
конечно больших.) Можно 
сказать, что, рассматривая 
окрестность 0 в микроскоп е 
любым (возможно, бесконеч¬ 
но большим) увеличением, 
мы всегда будем видеть слив¬ 
шимися точки, на самом де¬ 
ле различные. Если мик¬ 
роскоп увеличивает в 1/е раз, 
то е будет видно на конеч¬ 
ном расстоянии от нуля, но е 2 
по-прежнему будет сливать¬ 
ся с нулем. (При этом все стандартные числа, разумеет¬ 
ся, окажутся бесконечно далеко вне нашего поля зре¬ 
ния!) Включив увеличение 1/е 2 или, другими словами, 
рассматривая видимое в микроскопе изображение снова 
в микроскоп (представим себе, что это возможно), мы 
увидим, что е теперь бесконечно далеко от нашего поля 
зрения, е 2 хорошо отличимо от нуля, но по-прежнему 
есть числа, сливающиеся с нулем (е\ например). 

Приведем (следуя книге Кейслера [38]) еще не¬ 
сколько «микрофотографий» разных объектов. Направив 





микроскоп на произвольную точку действительной пря¬ 
мой, мы не увидим ничего особенно нового: просто вме¬ 
сто 0 будет какое-то другое действительное число. Гра¬ 
фик функции у = (стандартная часть я), определенной 
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на конечных гипердействительных х , при рассматривании 
без микроскопа неотличим от графика тождественной 
функции у = х. Но посмотрев (с бесконечно большим 
увеличением) на любую его точку, увидим, что сходство 
это лишь кажущееся: в микроскопе график выглядит как 

горизонтальная прямая! (Гра¬ 
фик у = х ив микроскопе — 
прямая, проходящая под уг¬ 
лом 45° к осям координат.) 

График функции у = х г 
под микроскопом выглядит 
как прямая. В начале коор¬ 
динат этот график горизон¬ 
тален (сливается с осью 

абсцисс), а в других точках 
наклонен. Мы не случайно 
употребили слова «выглядит 
как» и «сливается». Если 

Рис. 11 посмотреть с еще большим 

увеличением, то можно уви¬ 
деть, что это слияние неполное: между графиком и 
прямой есть «бесконечно малая щель более высокого 
порядка». 

До сих пор мы направляли наш микроскоп на конеч¬ 
ную часть гипердействительной прямой (или на точки 
плоскости с конечными координатами). «Прибор», пред¬ 
назначенный для рассматривания бесконечно удален¬ 
ных участков, естественно назвать «телескопом». На¬ 

правив телескоп на какое-нибудь бесконечно большое 
.гипердействительное число, увидим что-нибудь такое' 
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Рис. 12 


(Телескопическое изображение мы, в свою очередь, следуя 
Кейслеру, можем рассматривать через микроскоп.) По- 
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смотрев в телескоп на график гиперболы у = 1/х в беско¬ 
нечно большой точке, мы увидим, что он сливается с 
осью абсцисс. Посмотрев на телескопическое изображение 



в микроскоп, можно увидеть его в виде прямой, проходя¬ 
щей «параллельно оси абсцисс» (отклонение графика от 
прямой — бесконечно малое более высокого порядка). 

§ 4. ПРИМЕР НЕАРХИМЕДОВОЙ 
ЧИСЛОВОЙ СИСТЕМЫ 

До сих пор мы говорили о гипердействительной пря¬ 
мой (а точнее, любом неархимедовом расширении упоря¬ 
доченного поля действительных чисел), откладывая во¬ 
прос о том, существует ли хотя бы одно такое расшире¬ 
ние. Попытаемся теперь построить такое расширение. 

Первая приходящая в голову мысль — следуя тради¬ 
ции, назвать бесконечно малыми гипердействительными 
числами последовательности действительных чисел, схо¬ 
дящиеся к 0. Нужно, разумеется, иметь и не бесконечно 
малые гипердействительные числа. По-видимому, самый 
естественный путь здесь таков: считать гипердействи¬ 
тельным числом произвольную последовательность дей¬ 
ствительных чисел. Необходимо, чтобы действительные 
числа были частным случаем гипердействительных: это¬ 
го можно легко добиться, отождествив каждое действи¬ 
тельное число а с последовательностью из одинаковых 
элементов а, а , а ,... Получаем на первый взгляд при¬ 
влекательную картину: все последовательности действи¬ 
тельных чисел называются гипердействительными чис¬ 
лами, среди них есть стандартные (постоянные, или ста¬ 
ционарные, последовательности) и стремящиеся к нулю. 
Гипердействительные числа можно складывать и умно- 
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тать так, как это обычно делают с последовательностя¬ 
ми,— почленно, считая суммой последовательностей а ==* 
=а 0і а ь ... и Ь = Ь 0 , Ь и ... последовательность а + Ъ =* 
=а 0 + &о, аі + &і ..., а произведением — последователь¬ 
ность а • Ъ = а 0 • Ь 0 , Яі * Ьі, .. . (При этом нулем будет по¬ 
следовательность из одних нулей, а единицей — из единиц.)' 

Однако дальше нас постигает разочарование: поля пѳ 
получается. Именно: не удается определить операцию 
взятия обратного. Что считать, например, обратным к по¬ 
следовательности 0, 1, 0, 1, ... ? Ясно, что найти такое 
я, что ах= 1, можно, лишь если в последовательности а 
нет нулей. Попытка исключить из рассмотрения после¬ 
довательности, содержащие нули, также ни к чему хоро¬ 
шему не приводит: после этого непонятно, как опреде¬ 
лять сложение (сумма Двух последовательностей без ну¬ 
лей может содержать нули!). С определением порядка 
также, несомненно, нас ждут большие трудности: нам 
предстоит решить, например, какая из двух (неравных) 
последовательностей 0, 1, 0, 1, ... и 1, 0, 1, 0,... больше. 

В итоге мы видим, что идея с определением гипер¬ 
действительных чисел как последовательностей наткну¬ 
лась на серьезные препятствия, для преодоления которых 
нужна какая-то новая идея. Мы еще вернемся к этому 
построению. 

Опишем теперь другой путь построения системы ги¬ 
пердействительных чисел (для нас пока «система гипер¬ 
действительных чисел» означает «неархимедово расши¬ 
рение упорядоченного поля действительных чисел»). Ос¬ 
новная идея этого построения может быть описана в од¬ 
ной фразе так: у нас нет объектов, но есть имена для 
них; так объявим же имена объектами! Эта (часто при¬ 
меняемая в математической логике) идея конкретизиру¬ 
ется в нашем случае следующим образом. 

Мы знаем, что в нашем (пока еще не построенном и 
неизвестно существующем ли) расширении должно быть 
хотя бы одпо бесконечно малое положительное гипердей¬ 
ствительное число. Обозначим его через е. Поскольку 
гинердействптельные числа можно умножать друг на дру¬ 
га (и, в частности, на действительные числа), то наряду 
сев нашем расширении будут и числа 2е, 0,5е и во¬ 
обще все числа вида аг 9 где а — произвольное стандарт¬ 
ное действительное число. Более того, число е можио 
умножать и на себя, поэтому в нашем расширении бу¬ 
дут иметься е 2 , е 3 , 2е 2 , Зе 2 + 2е + 1,... п вообще все 
гипердействительные числа вида Р(е), где Р — много- 
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плен со стандартными действительными коэффициента¬ 
ми. Множество чисел такого вида, как легко понять, 
замкнуто относительно сложения, вычитания и умноже¬ 
ния. Это значит, что, складывая, вычитая или перемно¬ 
жая два числа такого вида, мы вновь получим число та¬ 
кого же вида. Но для гипердействительных чисел опре¬ 
делено еще и деление. Поэтому в расширении будут и 
числа вида Р(г)/()(в), где Р и — многочлены со стан¬ 
дартными действительными коэффициентами. После это¬ 
го мы получаем множество гипердействительных чисел, 
замкнутое относительно всех арифметических операций: 
складывая, вычитая, умножая или деля две дроби ука¬ 
занного вида по обычным правилам, получаем дробь та¬ 
кого же вида. 

Таким образом, не имея пока искомого расширения, 
мы уже смогли назвать некоторые его элементы, дать 
им имена. Этими именами являются записи вида 
Р{ъ)№( г )і г Д е б — некоторый символ. Более того, мы 
можем судить и о том, какая из двух записей обознача¬ 
ет большее число. В самом деле, достаточно уметь опре¬ 
делять, обозначает ли данная запись положительное, от¬ 
рицательное или нулевое число (поскольку а > Ъ тогда и 
только тогда, когда а~Ь> 0). Вспоминая, что знак дро¬ 
би можно определить по знакам числителя и знаменате¬ 
ля, мы видим, что достаточно уметь определять знак 
/ ; (е), где Р — многочлен. Это делается так. Легко ви¬ 
деть, что знак величины йо + ^бЧ-... совпадает со зна¬ 
ком а 0 , если а 0 Ф 0. В самом деле, добавка а 4 е + ... бес¬ 
конечно мала, а складывая положительное (отрица¬ 
тельное) число с бесконечно малым, мы получаем 
положительное (соответственно отрицательное) число. Воз¬ 
можен, однако, случай а 0 = 0. Будем считать для опре¬ 
деленности, что б — положительное бесконечно малое. 
Вынесем из нашего многочлена б в наибольшей возмож¬ 
ной степени, т. е. представим его в виде 


г*(а к + а к+1 е + 

где а к уже отлично от 0. Теперь ясно, что знак всего вы¬ 
ражения определяется знаком выражения в скобках (при 
умножении на положительное число знак не меняется), 
а знак выражения в скобках (как мы уже видели) опре¬ 
деляется знаком числа а к . 

Поясним сказанное на примере. Пусть мы хотим срав¬ 


нить числа 


1 + 8 2 + е 


и 


* + • 2 + в 


Ч или, другими словами, сравнить 
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их разность 


1 + е 2 2 4-е 3 
1 + е 2 + е 2 

с нулем. Вычисляя эту разность по обычным правилам, 
получаем 

(1 + е 2 ) (2 + е 2 ) — (1 + в) (2 + в 3 ) _ в (- 2 + Зв - в 2 ) 

(1 + е) (2 + е 2 ) (1 + 8) (2 + в 2 ) 

Видно, что она отрицательна. Значит, первое число мень¬ 
ше второго. 

По существу, мы уже построили искомое неархимедо¬ 
во расширение. Нужно лишь посмотреть на наши рас¬ 
суждения с другой позиции. До сих „ пор выражения 
Р(е)/()(е) рассматривались нами как имена «настоящих» 
гипердействительных чисел (взятых неизвестно откуда). 
А теперь они станут самими гипердействительными чис¬ 
лами. Рассмотрим формальные выражения вида Р(е)/ 
/$(е), где е — некоторый символ, а Р и () — многочлены 
с действительными коэффициентами, причем () 0. Про¬ 

возглашая, что объектами, а в данном случае гипердейст¬ 
вительными числами, мы объявим имена, а в данном слу¬ 
чае выражения, или записи вида Р(е)/(^(е), мы были 
не совсем точны. Дело в том, что, очевидно, две различ¬ 
ные записи могут выражать одно и то же число (иными 
словами, быть двумя различными именами одного и того 
же числа): так, например, естественно считать, что за¬ 
пись (е 2 —1)/(8~1) выражает то же самое число, что 
и (е + 1)/1. Будем называть два выражения Р(е)/(2(е) 
и Я(г)/8( е) эквивалентными, если Р(е) *5(е) = Л(е) * 
*Ф(е) (равенство понимается как равенство многочле¬ 
нов, т. е. как равенство коэффициентов при одинаковых 
степенях). Легко проверить, что это определение дейст¬ 
вительно задает отношение эквивалентности, разбиваю¬ 
щее все выражения вида Р(в)/(?(б) на классы. Эти клас¬ 
сы мы и будем называть гипердействительными числа¬ 
ми. Сложение, вычитание, умножение и деление гипер¬ 
действительных чисел определяются по обычным прави¬ 
лам. Так, например, если а — класс, содержащий Р/(), а 
р — класс, содержащий Я/8, то их суммой называется 
класс, содержащий (Р8 + В())/8(), а произведением — 
класс, содержащий РІ?/(?5. Легко проверить, что это оп¬ 
ределение корректно, т. е. не зависит от выбора элемен¬ 
тов Р/(? в классе а и Я/8 в классе р (в результате полу- 
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чаются разные представители одного и того же класса) 1 . 
Аналогичным образом можно определить взятие обратно¬ 
го и противоположного, нуль и единицу. Нетрудно про¬ 
верить, что все аксиомы поля при этом будут выполне¬ 
ны, Изложенная конструкция хорошо известна в алгеб¬ 
ре: построенное поле называется полем рациональных 
функций с коэффициентами в К и обозначается К (б). 

Нам осталось определить только порядок, указав, как 
выбрать из двух различных гипердействительных чисел 
(т. е. из двух различных классов эквивалентных дро¬ 
бей) большее. Для этого нужно вычесть одно число из 
другого и определить, будет ли разность (отличная от 
нуля, поскольку числа различны) положительной или от¬ 
рицательной. Чтобы определить, будет ли отличное от 
нуля число а положительным или отрицательным, возь¬ 
мем его представитель Здесь Р и @ отличны от О 

(() отлично от нуля по определению, Р — потому что, по 
нашему предположению, разность не равна 0). Вынесем 
в числителе и в знаменателе е в наибольшей возможной 
степени: 

Р = 8 А (а А + а н -і8 + ...), (? — е'(6і + Ь 1+І г + ...), ЬіФО. 

Число а будет положительным, если а к и Ъ ь имеют оди¬ 
наковые знаки, и отрицательным, если они имеют раз¬ 
ные знаки. В качестве упражнения читатель может про¬ 
верить (это нетрудно), что предлагаемое определение 
корректно (т. е. что неважно, какой именно из эквива¬ 
лентных представителей взять) и что выполнены все ак¬ 
сиомы упорядоченного поля. Построенное упорядоченное 
поле 0? (я) можно рассматривать как расширение поля 
К*: достаточно отождествить действительное число х с 
классом эквивалентных дробей, содержащим дробь х/1. 
Осталось лишь показать, что аксиома Архимеда не вы¬ 
полняется, предъявив бесконечно малый элемент. Этим 
элементом будет, конечно, е (точнее, класс, содержащий 
б/1). В самом деле, е + е + ... + е < 1д так как разность 

п раз 

1 — пг положительна (знак определяется свободным чле¬ 
ном, а 1 > 0). 

Итак, искомое ^расширение построено. На этом при¬ 
мере можно проиллюстрировать некоторые понятия, об¬ 
суждавшиеся нами. Дробь 

% + а і Е + • • • + й п гП 

& 0 + & 1 е 
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будет бесконечно малой, если первый ненулевой коэф¬ 
фициент а г в числителе расположен правее, чем первый 
ненулевой коэффициент Ъ л в знаменателе, т. е. если I > 5. 
Если же і < 5, то дробь будет бесконечно большой. Если 
же і = з, то дробь будет конечным гипердействительным 
числом, стандартная часть которого равна а х ІЪ г . Например,, 

8 2 2е 3 

е, е 2 , —т—;-бесконечно малые, 

1 г 1 + 8 7 

1 1-4-8 

— і “5 -о бесконечно большие, 

е е 2 + 2е* 

| Л, е е 2 I е в 

т-г-ггі — т 1 -—а -конечные гипердействительные чис- 

1 + 2е 7 2е 2 + 3е 4 г 

ла (стандартная часть первого равна 1, второго 1/2). 

§ 5. НОВЫЕ ТРЕБОВАНИЯ 
К ГИПЕРДЕЙСТВИТЕЛЬИЫМ ЧИСЛАМ 

Итак, мы построили неархимедово расширение К (е) 
поля действительных чисел. Постараемся теперь понять, 
хватит ли его для обоснования приведенных выше «не¬ 
стандартных рассуждений». 

Пример с вычислением прои^одной функции у =х г 
становится вполне корректным: нужно сказать лишь, что 
производной функции у — х 2 в стандартной точке х на¬ 
зывается стандартная часть отношения йуійх. Действи¬ 
тельно, 8 \{йуІйх) = зі(2х + йх) ~ 2х. Хуже обстоит дело 
с другими примерами. При попытке продифференциро¬ 
вать корень необходимо вычислить разность + (1х — 
— 1х и, в частности, извлечь корень из гипердействитель¬ 
ного числа х + йх . А в нашем поле К(е) гипердейст¬ 
вительных чисел корень извлекать можно не всегда. 
(В качестве упражнения читатель может проверить, что 
в нем не существует гипердействительного числа а, для 
которого а 2 = е.) Еще хуже дело обстоит с определением 
интеграла: там необходимо складывать величины вида 
/(&), где х — гипердействительное число, в то время как 
функция / определена только на действительных числах. 

Уже из этих примеров ясно, чего нам не хватает. 
Нам нужно уметь вычислять «значения» стандартных 
функций (заданных первоначально как функции с дей¬ 
ствительными аргументами и значениями) на гипердей¬ 
ствительных аргументах. Другими словами, для каждой 
функции /: К->-К необходимо иметь ѳѳ «гипердейст- 
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вителъный аналог» */: При этом, конечно, 

значения */ на стандартных числах должны совпадать с 
соответствующими значениями функции /. Другими сло¬ 
вами, */ должно быть продолжением /. Такие аналоги 
были у нас для операций сложения, вычитания, умно¬ 
жения и деления. Но этого мало: нам нужны такие ана¬ 
логи и для других функций. Если бы они были, при вы¬ 
числении корня мы могли бы рассмотреть функцию 

5 дгі(^)= а У^ (с действительными аргументами и значе¬ 
ниями), затем ваять ее продолжение *зцгІ и определить 
производную как стандартную часть отношения 

(*8цг1 (х + йх)—* 8цгѣ ( х))/йх . 

Итак, для каждой стандартной функции / (функции 
с действительными аргументами и значениями) нам нуж¬ 
но иметь ее гипердействительное продолжение */. Если 
от */ ничего не требовать, то это тривиально: можно счи¬ 
тать, что во всех действительных точках */ принимает 
те же значения, что и /, а в нестандартных точках */ 
имеет какие угодно значения (например, нули). Ясно, 
однако, что от такого продолжения никакого толку нет: 
при вычислении производной корня, например, нужно, 
чтобы функция *8цгі обладала свойством 

* 8д г* ( Ь) - *з Ч П (а) - *8с 1 гІ (Ь) ~-|Т*8д Г 1 (а) ’ 

которое мы использовали при этом вычислении. Посколь¬ 
ку трудно предсказать заранее, какие именно свойства 
могут нам понадобиться, было бы желательно, чтобы 
функция */ была как можно более похожа на функцию 
/: в идеале */ должна обладать всеми свойствами, кото¬ 
рыми обладает функция /, быть как бы ее «естественным 
распространением» с К на *К. 

Слова «всеми свойствами» нуждаются, однако, в пра¬ 
вильном толковании. Вряд ли мы хотим, чтобы */, под¬ 
ражая /, была определенной только на действительных 
числах. Таким образом, нам нужно выделить некоторый 
класс свойств — класс тех свойств, которые мы хотим 
сохранить. Правильный выбор этого класса имеет реша¬ 
ющее значение для успеха нашего построения системы 
гипердействительных чисел. Если этот класс будет слиш¬ 
ком узок, то от наличия продолжений */ не будет поль¬ 
зы. Если же, напротив, он будет слишком широк, то сама 
возможность построения системы гипердействительных 
чисел и определения продолжений окажется под угрозой. 
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Итак, наша главная задача — описать, какие свойст¬ 
ва стандартных функций мы хотим сохранить при пере¬ 
ходе от действительных чисел к гипердействительным, 
Есть две возможности это сделать. Первая возможность 
состоит в применении методов математической логики. 
Можно сказать, что при переходе от действительных чи¬ 
сел к гипердействительным сохраняются все свойства, 
которые можно выразить на «языке первого порядка». 
Мы обсудим этот путь (в частности, объясним, что такое 
язык первого порядка) в дальнейшем. 

А сейчас мы обсудим вторую возможность, позволя¬ 
ющую обойтись более «кустарными» средствами и не при¬ 
бегать к сведениям из логики. Конечно, при этом мы 
будем испытывать некоторые неудобства, использовать 
обходные маневры и т. п., но зато не потребуется зна¬ 
комство с математической логикой. 

Напомним ситуацию, в которой мы находимся. Мы 
предполагаем, что помимо поля К действительных чи¬ 
сел имеется более широкое упорядоченное поле ги¬ 
пердействительных чисел, включающее К как подмно¬ 
жество (еще раз подчеркнем, что существование *К с 
нужными свойствами является пока только гипотезой, а 
не доказанным фактом). Пусть для каждой функции / с 
действительными аргументами имеется ее естественное 
распространение, ее «гипердействительный аналог» — 
функция с гипердействительными аргументами и значе¬ 
ниями. При этом функция / может быть функцией не 
только одного действительного аргумента, но и двух, 
трех и т. д.; функция */, разумеется, должна иметь то 
же самое число аргументов. Для простоты мы пока не 
будем рассматривать частичных функций и будем счи¬ 
тать, что / (соответственно */) определена при всех 
действительных (соответственно гипердействительных) 
аргументах. Сформулируем теперь наше требование («ана¬ 
логи обладают теми же свойствами, что и исходные функ¬ 
ции») более точно. 

Будем рассматривать системы уравнений вида і = 5 
и неравенств вида і Ф $, левые и правые части которых 
содержат какие-то действительные функции действитель¬ 
ных аргументов, действительные константы и перемен¬ 
ные — что-нибудь вроде 

зіп (еоз (#)) — у + ехр (г), % Ф у - 2 • ж, [г] = у. 

Эта система содержит переменные х, у, г, одноместные 
функции зіп, соз, ехр, [ ] (целая часть), двуместные 
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функции (сложение, вычитание, умножение)' и констан¬ 
ту 2 (константы для единообразия мы будем считать 
функциями нуля аргументов). Все входящие в систему 
функции имеют по нашему предположению гипердейст¬ 
вительные аналоги. Обозначим их *зіп, *соз, *ехр, *[ ], 

, ** и напишем систему 

*5Іп(*СОЗ(.г))= : у * + *ехр(2), % Ф у *— 2 ** X, *[г] —у, 


которую естественно назвать «гппердействительным ана¬ 
логом исходной». 

В качестве возможных значений переменных этой си¬ 
стемы могут фигурировать любые гипердействительные 
числа. Тем самым приобретает смысл вопрос о наличии 
или отсутствии гипердействительных решений этой си¬ 
стемы. Поскольку мы предполагаем, что входящие в нее 
функции являются продолжениями соответствующих 
функций действительного аргумента, то всякое (дейст¬ 
вительное) решение исходной системы будет одновремен¬ 
но решением новой системы. Таким образом, если исход¬ 
ная система имеет решения, то и ее гипердействитель¬ 
ный аналог имеет решения. Мы потребуем и обратного: 
всякая система уравнений и неравенств, гипердействи- 
телъный аналог которой имеет (гипердействительные) 
решения, должна иметь действительные решения . 

Придирчивый читатель мог бы указать нам на то, что 
понятие «система уравнений и неравенств» не определе¬ 
но нами: мы всего лишь привели один пример. Тем са¬ 
мым и наше требование не получило точной формули¬ 
ровки. Чтобы ответить на эти возражения, введем поня¬ 
тие терма. Выберем счетный набор символов, элементы 
которого будем называть переменными . Будем назы¬ 
вать термом любую переменную, любое действительное 
число, а также любое выражение вида /(^,..., і п ), где 
/ — функция п действительных аргументов, а ..., І п — 
построенные ранее термы. Тем самым зіп(соз(;г) ), а(у 1 
ехр(г)) (а — функция сложения) и т. п. становятся тер¬ 
мами. Системой (точнее, системой уравнений и нера¬ 
венств) назовем конечный набор записей вида і = $ или 
і Ф 5, где і и « — термы. Приведенный нами выше при¬ 
мер системы подпадает под это определение, нужно толь¬ 
ко заменить привычные обозначения типа х + у на 
а(х , у), где а —функция сложения, и т. п. Определим 
теперь понятие решения системы. Если в терм подставить 
действительные числа вместо переменных, то он приоб¬ 
ретет некоторое действительное значение. Решение си- 
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стемы — это такой набор значений переменных, при ко¬ 
тором левая и правая части любого равенства і — $, вхо¬ 
дящего в систему, приобретают одно и то же значение, а 
левая и правая части любого неравенства і Ф $, входяще¬ 
го в систему,— разные. 

По нашему предположению всякая функция с дейст¬ 
вительными аргументами и значениями имеет гипердей¬ 
ствительный аналог («естественное продолжение»). По¬ 
нятие гипердействительного аналога легко распространя¬ 
ется на термы — чтобы получить аналог терма і, надо 
просто заменить все входящие в него функции на их 
гипердействительные аналоги. Проделав эту операцию со 
всеми термами, входящими в какую-то систему 5, мы по¬ 
лучим систему которую естественно также назвать 
гипердействительным аналогом системы 5. Поскольку в 
нее входят функции с гипердействительными аргумента¬ 
ми и значениями, вместо переменных можно подставлять 
произвольные гипер действительные числа. Гипер дейст¬ 
вительным решением системы назовем такой набор 
пшердействительных значений переменных, при которых 
выполнены все входящие в нее уравнения и неравенства. 
Теперь можно сформулировать наше требование к систе¬ 
ме гипердехіствительных чисел и к гипердействительным 
аналогам следующим образом. 

Пустъ 8 — произвольная система уравнений и нера¬ 
венств, *8 — ее гипердействителъный аналог . Если 
имеет ( гипердействительные ) решения, то 8 долж¬ 
на иметь действительные решения. 

Напомним, что возможность построения неархимедо¬ 
ва упорядоченного расширения К поля 3? и таких ги¬ 
пердействительных аналогов */ для всех действительных 
функций /, которые бы удовлетворяли сформулированному 
требованию, остается пока всего лишь гипотезой. (Мы 
будем называть эту гипотезу Основной гипотезой.) В сле¬ 
дующих параграфах мы обсудим некоторые ее следствия. 
А к вопросу о построении системы гипердействительных 
чисел с требуемыми свойствами мы еще вернемся. 

§ 6. ПЕРВЫЕ СЛЕДСТВИЯ 

В этом параграфе мы приведем несколько примеров, 
показывающих, какие следствия можно вывести из сфор¬ 
мулированной в предыдущем параграфе Основной гипо¬ 
тезы. Оказывается, что несмотря на то, что сформулиро¬ 
ванное нами требование одновременной разрешимости 
систем уравнений и неравенств кажется весьма частным* 
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оно имеет самые разнообразные следствия и достаточно 
для обоснований значительной части рассуждений с ги¬ 
пердействительными числами. 

Пример 1. Пусть / — функция одного действитель¬ 
ного аргумента, принимающая только значения 0 и 1. 
Докажем, что функция */ принимает только значения О 
и 1. Для этого рассмотрим систему 

/(х)^0, 1(х)Ф 1, 

которая по предположению не имеет действительных ре¬ 
шений. Следовательно, не имеет (гипердействительных) 
решений и ее аналог — система 

*/(х)Ф 0, */(х)Ф 1. 

Пример 2. Пусть / и ц — функции одного действи¬ 
тельного аргумента, причем множества их нулей совпа¬ 
дают. (Множество нулей функции — множество тех зна¬ 
чений аргумента, при которых значение функции равно 
0.) В этом случае и множества гипердействительных чи¬ 
сел, являющиеся множествами нулей функций */ и 
совпадают. Докажем это. В самом деле, каждая из си¬ 
стем 

(1) / (*) = 0, і(х)*0] 

(2) 3(я) = 0, !(х)Ф0 

не имеет действительных решений. Следовательно, не 
имеют гипердействительных решений и их аналоги. По¬ 
этому любой гипердействительный нуль функции */ обя¬ 
зан (чтобы не быть решением аналога системы (1)) быть 
нулем и для и наоборот. 

Этот пример позволяет определить гипердействитель¬ 
ные аналоги не только для функций, но и для множеств. 
Пусть А — произвольное множество действительных чй- 
сел. Рассмотрим произвольную функцию /, для которой 
А — множество нулей. (Такая есть: достаточно поло¬ 
жить, например, }{х)= 0 при х^А и і(х) — 1 при х Ф А,) 
Рассмотрим теперь гипердействительный аналог */ функ¬ 
ции / и множество его (гипердействительных) нулей. 
Как мы видим, множество *А не зависит от выбора функ¬ 
ции /. Его мы и назовем гипердействительным аналогом 
множества А, 

Пример 3. Мы можем теперь разрешить включать 
в системы наряду с равенствами і = 8 и неравенст¬ 
вами іФз и записи вида А, где 5 представляет 
собой терм, а А — множество действительных чисел. При 
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этом решениями будут такие паборы (действительный! 
или гипердействительных) значений переменных, при ко-І 
торых выполнены все равенства и неравенства, а значе-| 
ние 5 принадлежит множеству А. ГипердействительнымЗ 
аналогом записи 8^ А будет е где — гипердей-;} 
ствительный аналог терма 5, а — аналог множества; 
А (в указанном смысле). Таким образом, у всякой сп¬ 
ет ем ы равенств, перавеиств и включений (т. е. записей 
вида 8 ^ А) появляется гипердействителъный аналог. Для 
таких систем остается в силе свойство одновременной' 
разрешимости: если гипердействительный аналог систе| 
мы имеет (гипердействительные) решения, то исходная) 
система имеет (действительные) решения. Чтобы уви* 
деть это, достаточно заменить 8&А на а($) = 0, где а —■* 
функция с действительными аргументами й значениями, 
множеством нулей которой является А. Аналогичным об-| 
разом можно добавлять в систему и утверждения вида| 
8 0 А (что заменяется на а (в) 0 0). 

Пример 4. Пусть А —пустое множество. Докажем, 
что — пустое множество. В самом деле, система 

хе- А 


не имеет деиствительных решении, поэтому и система 
х ^ не имеет (гипердействительных) решений. Рас¬ 
смотрев систему хФА , получаем аналогичным образом, 
что если А содержит все действительные числа, то 
содержит все гипердействительные числа. Таким обра¬ 
зом, гипердействительным аналогом множества Е будет 
множество *Е, так что наши обозначения согласованы. 

Чтобы не быть излишне многословными, мы в даль¬ 
нейшем будем позволять себе некоторые вольности речи. 
Именно: вместо того чтобы говорить о системе 5 и ее 
действительных решениях, а также о системе и ее 
гипердействительных решениях, будем говорить о дейст¬ 
вительных и гипердействительных решениях системы «5. 
(Разумеется, говоря о гипердействительных решениях 
системы 5, мы на самом деле будем иметь в виду гипер¬ 
действительные решения системы *5.) Это позволит нам 
сэкономить место и не писать две системы, отличающи¬ 
еся друг от друга лишь звездочками. Например, в послед¬ 
нем примере мы могли бы сказать, что «система х е А 
не имеет действительных решений и, следовательно, не 
имеет и гипердействительных решений, поэтому *А 
пусто», 
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Пример 5. Если А — В П С, то « *5 П *С, В са¬ 
мом деле, каждая из систем 

х^В, х^С, хФА; 
х^А, хФВ\ 
х&А, хФС 


не имеет действительных, и, следовательно, гипердейст- 
вптельных решений. (Точнее, следовало бы говорить об 
аналогах этих систем!) Отсюда получаем, что П *Сс: 
(первая система), *А<^*В (вторая) и *А с: (третья), 

откуда вытекает, что *А с *В Л В качестве упражне¬ 
ния читатель может проверить аналогичные свой¬ 
ства других теоретико-множественных операций (ес- 
ли А — В У С, то *А = *В 0 *С; если А=К\.а 1 то *А =» 
~:*К\*3). 

Напомним, что наши требования к системе гипердей¬ 
ствительных чисел состояли из двух частей. Во-первых, 
*К должно быть упорядоченным неархимедовым полем, 
расширяющим К. Во-вторых, должны существовать ана¬ 
логи для всех действительных функций, удовлетворяю¬ 
щие требованию одновременной разрешимости систем 
уравнений. Эти требования оказываются избыточными: 
тот факт, что гипердействительные аналоги сложения, 
умножения и т. п. превращают *]? в поле, можно выве¬ 
сти из требования одновременной разрешимости систем 
уравнений. Покажем это. 

Пример 6. Пусть а и т — функции сложе¬ 
ния и умножения действительных чисел: а(х , у)~х + у, 
т(х, у) = х • у. Функции акт (как и любые функции с 
действительными аргументами и значениями) имеют ги¬ 
пердействительные аналоги *а и */?г. Эти аналоги мы бу¬ 
дем рассматривать в качестве сложения и умножения 
гипердеиствительных чисел. Аналогичным образом, рас¬ 
смотрев функции N (взятие противоположного) и Я (взя¬ 
тие обратного) и их гипердействительные аналоги, мы 
определим взятие противоположного и обратного в 
(Небольшая тонкость: мы рассматриваем лишь всюду оп¬ 
ределенные функции, а функция В первоначально не 
определена в 0. Это легко поправить, например, доопре¬ 
делив ѳѳ и считая, что /?(0) = 0.) Покажем, что введен¬ 
ные таким образом в *К операции удовлетворяют ак¬ 
сиомам поля. Это делается совсем просто. Проверим, на¬ 
пример, что в 

х(у + я) = х • у + х • 2 . . 
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Так как К — поле, то система 

т(х, а (у , г))Фа(т(х , у ), т(х , г))’ 

нѳ имеет действительных решений. Значит, она не имеет 
и гипердействительных решении, т. е. требуемое свойст¬ 
во выполнено и в Аналогично проверяются и ос¬ 
тальные аксиомы поля. Мы рассмотрим для примера еще 

одну: я- — — Іпри х Ф 0 (ее выбор объясняется желани¬ 
ем проиллюстрировать, что учет условия х Ф 0 не созда¬ 
ет трудностей). Система 

х Ф 0, т(х , В(х))Ф 1 

не имеет действительных и, следовательно, гипердейст¬ 
вительных решений. Поэтому нет гипердействительных 
гг, для которых хФО п *т(х, *В(х))Ф 1, т. е. для всех 
гипердействительных х , для которых х Ф 0, выполнено 
*т(х , *Д(я))“ 1. 

Пример 7. Продолжая двигаться в выбранном на¬ 
правлении, мы должны превратить в упорядоченное 
поле, исходя из требования одновременной разрешимости 
систем в *К и К. Другими словами, нам нужен гипер¬ 
действительный аналог отношения порядка. Отношение 
порядка на К, как и всякое двуместное отношение, есть 
некоторое подмножество множества В? X К пар дейст¬ 
вительных чисел. Определим для каждого 5 сі К X К его 
аналог следующим образом (см. пример 2). Рассмотрим 
функцию 5 двух действительных аргументов, для кото¬ 
рой з(х, у) = 0 равносильно < х , уУ<=8. Рассмотрим 
ее гипердействительный аналог и множество тех 
пар гипердействительных чисел <ж, у>, для которых 
*$(я, У) = 0* Как и в примере 2, легко проверить, что 
множество зависит только от множества нулей функ¬ 
ции 5. Эту общую процедуру можно применить и к от¬ 
ношению порядка, рассмотрев множество Огй тех пар 
<#, У > действительных чисел, для которых х < у, его 
аналог *Огй и определив порядок в *ІР так: гипердейст¬ 
вительное число х меньше гипердействительного числа у, 
если пара < х , уУ принадлежит *Огй. 

Теперь в Основной гипотезе можно наряду с равенст¬ 
вами і = 5, неравенствами вида і Ф з и включениями 

А включать в системы и неравенства вида і < 5 и 
Такие записи нужно рассматривать как сокращения 
для огй (*, у)=0и огй (^ $)=7^0, где огй — функция, мно¬ 
жеством нулей которой является Огй. 
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Легко проверить свойства порядка. В самом деле, си¬ 
стема 


х < у, у<х 


не имеет действительных решений, поэтому одновремен¬ 
ное выполнение свойств х < у и у < х невозможно и для 
гипердействительных чисел. Аналогично система х < х 
не имеет действительных решений, поэтому никакое ги- 
пердеиствительное число не меньше самого себя. Нако¬ 
нец, рассмотрев систему 

хФу, х<у, у<х, 


не пмеющую решений, убеждаемся, что из любых двух 
различных гипер действительных чисел одно меньше дру¬ 
гого. Рассмотрев систему 

х < у, X + % < у + 2 , 


убеждаемся, что из х < у следует х +2 < у + 2 , и т. д. 

Тем самым превращается в упорядоченное поле. 

Пример 8. Пусть А—произвольное множество дей¬ 
ствительных чисел. Покажем, что В самом деле, 

если а^А, а / — функция с множеством нулей А (при¬ 
мер 2), то /(а)= 0 и, значит, */(а)= 0, т. е. а<^*А. 

Пример 9. Пусть А — конечное множество действи¬ 
тельных чисел. Покажем, что в этом случае *А = Л,т. е. 
никаких новых элементов *А по сравнению с А не со¬ 
держит. 

Пусть, например, А содержало три действительных 
числа р, д, г. Рассмотрим систему 

х Ф р, х Ф д, х Ф г, х ^ А . 


Она не имеет действительных решений, значит, не име¬ 
ет и гипердействительных решений. Но всякое .г^*А, 
отличное от р, д, г, было бы ее решением. Значит, 
*Л = А. 

Пример 10. Естественный вопрос, возникающий 
после рассмотрения предыдущего примера, таков: а что 
будет для бесконечных А? Мы видели, что всякое дейст¬ 
вительное х , принадлежащее А, принадлежит и *А. Ана¬ 
логичным образом всякое действительное х , не принадле¬ 
жащее А, не принадлежит и *А. Поэтому все новые эле¬ 
менты *А по сравнению с А обязаны быть нестандарт¬ 
ными. Оказывается, что они обязательно будут, если А 
бесконечно! Прежде чем приводить это рассуждение, об- 
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ратим внимание на то, что это первое рассуждение, ис¬ 
пользующее наличие бесконечно малых в *К. До сих 
пор мы ссылались только на Основную гипотезу, и, сле¬ 
довательно, все наши рассуждения были справедливы и 
для случая = К. 

Итак, докажем, что если А бесконечно, то в *Л су¬ 
ществуют нестандартные (и, следовательно, не принад¬ 
лежащие А) элементы. Это доказательство значительно 
сложнее уже встречавшихся (которые были почти оче¬ 
видны). Его идею можпо описать так. Раз А бесконеч¬ 
но, существует вещественная функция /, не ограничен¬ 
ная сверху на А . Тогда ее аналог */ будет неограничен¬ 
ным на *Л. Это значит, что среди х&*А найдутся 
нестандартные: если бы все элементы *Л были стан¬ 
дартны, то и все значения {(х) при х^*А были бы' 
стандартны, и множество этих значений было бы огра¬ 
ничено сверху бесконечно большим гипер действительным 
числом. 

Проведем теперь это рассуждение подробно. 

Пусть А бесконечно. Рассмотрим функцию / одного 
действительного аргумента с действительными значени¬ 
ями, не являющуюся ограниченной сверху на Л. (Чтобы 
построить такую функцию, достаточно выбрать счетное 
подмножество- А' = {а 0і . ..}, А' с: А и положить 
І{йп)=п, /(я)— О при хФА\) Так как функция / не 
ограничена, то для любого с существует такое х ^ Л, что 
Цх)> с. Обозначим это х через §(с). Мы имеем две 
функции / и $ с такими свойствами; §(с)^А при всех 
действительных с, причем с</(#(с)). Рассмотрим те¬ 
перь гипердеиствитедьные аналоги */ и функций / и 
# н докажем несколько утверждений о них. 

1. *^(с)^*Л при всех гипердействительных с. В са¬ 
мом деле, система $(х)ФА не может иметь гипердейст¬ 
вительных решении, так как не имела действительных 
решений. 

2. с<*І(*в{с)) при всех гипердействительных с. 

В самом деле, система х не имеет гипердейст- 

вптельных решений, так как не имеет действительных. 

3. При бесконечно большом положительном с число 
*§(с) нестандартно. В самом деле, если бы *#(с) было 
стандартным, то и */(*#( с )) было бы стандартным (*/ 
на стандартных числах принимает стандартные значе¬ 
ния, так как продолжает /). Но это противоречит нера¬ 
венству с<*/(*#(с)) и тому, что с — положительное 
бесконечно большое, 
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Таким образом, *#(с) при бесконечно большом с пред¬ 
ставляет собой нестандартное гипердействительное чис¬ 
ло, принадлежащее что и требовалось доказать. 

Советуем обратить особое внимание на это рассужде¬ 
ние, несмотря на то, что оно может показаться понача¬ 
лу странным и даже несколько искусственным, посколь¬ 
ку все использованные в нем приемы не раз нам еще 
встретятся. 


$ 7. ОГРАНИЧЕННОСТЬ И ПРЕДЕЛЫ 

В предыдущем параграфе мы показали, что любое 
конечное множество действительных чисел А равно сво¬ 
ему гииердействительному аналогу *А (и, следовательно, 
*А состоит только из стандартных элементов), а для лю¬ 
бого бесконечного А множество *А содержит нестандарт¬ 
ные элементы. Этот факт можно рассматривать с различ¬ 
ных точек зрения. Можно считать его любопытным свой¬ 
ством системы гипердействительных чисел. Другая точка 
зрения, кажущаяся на первый взгляд неестественной 
п даже абсурдной, состоит в том, чтобы видеть в этом 
свойства определение конечности ыножест- 
в а. Представим себе на минуту, что мы не знаем, что 
такое конечные и бесконечные множества. Тогда мы мо¬ 
жем определить бесконечное множество как такое мно¬ 
жество А, гипердействительный аналог *А которого со¬ 
держит нестандартные элементы. Мы можем даже дока¬ 
зывать разные свойства бесконечных множеств, исходя 
из этого определения. Докажем, например, что если С « 
■= А 11 В бесконечно, то хотя бы одно из множеств А и 
В бесконечно. В самом деле, как отмечалось в преды¬ 
дущем параграфе, *С шя *А\і*В\ по предположению 
*С содержит нестандартный элемент, значит, его 
должно содержать ио крайней мере одно из множеств 
*Л и +В. 

Это рассуждение выглядит абсурдным: мы доказыва¬ 
ем очевидный факт с использованием загадочного гипер- 
действительного расширения, само существование кото¬ 
рого пока весьма сомнительно! Согласитесь, однако, что, 
несмотря на свою абсурдность (или благодаря ей), это 
рассуждение весьма изящно. Оценивший это изящество 
читатель может считать, что он понял движущую силу 
нестандартного анализа; все дальнейшее изложение со¬ 
стоит лишь в применении той же идеи в других ситу¬ 
ациях. 
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Наш первый пример применений нестандартного ан&-. 
лиза — нестандартное доказательство следующей (весь-І 
ма стандартной) теоремы; 

всякое ограниченное бесконечное множество действи¬ 
тельных чисел имеет предельную точку . 

Доказательство будет состоять в том, что мы дадим но¬ 
вые, нестандартные (но, разумеется, эквивалентные 
обычным, стандартным) определения ограниченного мно¬ 
жества и предельной точки, после чего теорема станет 
почти очевидной. Но вначале напомним стандартные оп¬ 
ределения. 

Множество А действительных чисел называется огра¬ 
ниченным, если оно содержится в некотором отрезке, т, е. 
если существуют такие действительные числа р и д, что 
р^x^^ для всех х^А. Точка а называется предель¬ 
ной точкой множества А , если для всякого положитель¬ 
ного е в интервале (а — е, а + е) найдется точка мно¬ 
жества А , отличная от х . 

Нестандартное определение ограниченности весьма 
просто: А ограничено, если *А не содержит бесконечно 
больших гипердействительных чисел. Покажем, что оно 
равносильно стандартному определению. Пусть А огра¬ 
ничено в обычном смысле, т. е. содержится в некотором 
отрезке [д, д]. Тогда система 

х е А, х > д 

не имеет действительных решений, поэтому не имеет ги¬ 
пердействительных решений, и, следовательно, все эле¬ 
менты *А не больше д (в смысле имеющегося на гипер- 
действительных числах порядка). Аналогичным образом 
все элементы *А не меньше д. Поэтому все элементы *А 
конечны. Теперь надо доказать обратное утвержде¬ 
ние. Пусть А не ограничено (в обычном смысле). 
Тогда либо для всякого действительного р найдется 
х А, для которого х<р (А не ограничено снизу), ли¬ 
бо для всякого действительного д найдется х^А, для 
которого х > д (А не ограничено сверху). Пусть, на¬ 
пример, А не ограничено сверху. Рассмотрим функцию 
/, которая по каждому действительному д дает х^А, 
для которого х> д. Другими словами, /(д)е А и /(д)>д 
при всех действительных д. Тогда *}(д)^*А (система 
не имеет решений) и */(д)>д (система /(д)> 
> д не имеет решений) при всех гипердействительных 
д. Взяв д положительным и бесконечно большим, уви¬ 
дим, что */(д) есть бесконечно большой (так как */(?}> 
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> д) элемент множества *А, Таким образом, А не огра¬ 
ничено и в смысле гипердействительного определения. 

Дадим теперь гипердействительное определение пре¬ 
дельной точки. Оно таково: стандартное число а называ¬ 
ется предельной точкой множества А действительных 
чисел, если содержит нестандартное гипердействи¬ 
тельное число, бесконечно близкое к а . (Отметим важ¬ 
ную оговорку «нестандартное»: если бы ее не было, вся¬ 
кий элемент А являлся бы его предельной точкой.) До¬ 
кажем, что это определение равносильно стандартному. 
Пусть а — предельная точка множества А в смысле стан¬ 
дартного определения. Тогда для всякого действительно¬ 
го е > 0 существует такое х^А, что хФа и х^{а — е, 
а + е). Рассмотрим функцию /, которая дает одно из та¬ 
ких х по е (при 8^0 доопределим ее как угодно}. Тог¬ 
да при всех е > 0 имеем 

/(е) е А, /(е)Ф а , /(е) < а + с, /(е)> а — е. 

Каждое из этих соотношений сохранится и после перехо¬ 
да к гипердействительным числам: для всех е е 
е > 0 имеем 

*/(е)^ *А, */(е)Ѵ= а , */(е) < а + е, */(е)> а — е 

(достаточно рассмотреть четыре системы, каждая из ко¬ 
торых не имеет решения относительно е: 

}{г)Ф А, е > 0; /(е) = а, е > 0; 

/(&) < Ра + 8 | е > 0; /(е)>а — е, е>0). 

Возьмем положительное бесконечно малое е. Тогда */(е) 
будет элементом *4, отличным от а. Кроме того, */(е) 
бесконечно близко к а, так как разность */(е) — а за¬ 
ключена между — 8 и е и, следовательно, ее модуль мень¬ 
ше е и меньше любого стандартного положительного чи¬ 
сла. Итак, эквивалентность определений наполовину до¬ 
казана. Докажем обратное утверждение. 

Предположим, что а не является предельной точкой в 
смысле стандартного определения. Тогда найдется такое 
е > 0, что в интервале (а— е, а+е) нет точек множест¬ 
ва А , отличных от а. Другими словами, система 

х> а — е, а; < а + е, х Ф я, х ^ А 

(рассматриваемая как система относительно х) не имеет 
решений. (Обратите впимание на то, что, в отличие от 
предыдущего рассуждения, е в этой системе является нѳ 
переменной, а константой — такой же константой, как и 
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а .У Согласно Основной гипотезе эта система не имеет и 
пшердействительных решений. Но любой нестандартный 
элемент бесконечно близкий к а, являлся бы ее гіь 
пердействптельным решением. Поэтому а не является 
предельной точкой множества А в смысле гдпердействи- 
тельного определения. 

Теперь у нас все готово, чтобы завершить доказа¬ 
тельство обещанного в начале параграфа утверждения. 
Пусть А — ограниченное бесконечное множество дейст¬ 
вительных чисел. Так как А бесконечно, *А содержит 
нестандартный элемент 5 (таково гипердействительное 
определение бесконечности). Так как А ограничено, то 
а — конечное гипердействительное число (в силу гипер¬ 
действительного определения ограниченности). Как и 
всякое конечное число, 5 имеет стандартную часть а •— 
стандартное число, бесконечно близкое к 5. Оно и будет 
предельной точкой множества А (в силу гинердействи- 
тельного определения предельной точки). 

Мы видим, что доказательство становится почти три¬ 
виальным. На это можно возразить, конечно, что это 
упрощение — фикция: вся трудность перенесена в дока¬ 
зательство эквивалентности стандартных и гипердействи¬ 
тельных определений бесконечности, ограниченности и 
предельной точки. Но приверженцев нестандартного ана¬ 
лиза это возражение не смутит: они скажут, что стан¬ 
дартные определения вообще не нужны, а нужно с нача¬ 
ла и до конца пользоваться нестандартными. При этом 
вопрос об эквивалентности, конечно, отпадает. 

Не будем продолжать этого воображаемого диалога 
между энтузиастами нестандартного анализа и скептика¬ 
ми. Вместо этого мы приведем несколько примеров, ко¬ 
торые, быть может, помогут читателю составить собст¬ 
венное мнение об этом предмете. Посмотрим с гипердей¬ 
ствительной точки зрения на понятия, по традиции 
открывающие курс математического анализа,— понятия 
последовательности и предела. 

Последовательностью называется функция, которая 
сопоставляет с каждым натуральным числом п некоторое 
действительное число, называемое ;г-м членом последо¬ 
вательности. Естественно ожидать, что пшердействитель- 
ный аналог последовательности будет сопоставлять с 
каждым гипернатуральным числом п некоторое гипердей- 
ствительпое число. Дадим точные определения. 

Рассмотрим множество N натуральных чисел и его 
гипердействительный аналог Элементы множества 
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#]\| мы будем называть гипернатуральными числами . 
Легко впдеть, что все нестандартные гипернатуральные 
числа бесконечно велики. В самом деле, для любого стан¬ 
дартного числа у система 

ібМі Х ^Ъ. х Ф Од ... > х ф * 

где обозначает целую частьд (наибольшее целое чис¬ 
ло, не превосходящее д), не имеет решений. Поэтому 
всякое гипернатуральное число, не большее д, должно 
совпадать с одним из чисел 0, ..и, следовательно, 
быть стандартным. Так как д можно выбрать произ¬ 
вольно, получаем, что всякое конечное гипернатураль¬ 
ное число стандартно. Поэтому все нестанадартиые 
пшернатуральные числа бесконечно велики. Такие бес¬ 
конечно большие пшернатуральные числа действитель¬ 
но существуют: достаточно взять функцию }{х) = + 
+ 1, убедиться, что системы /(я)^М и !(х)<х не име¬ 
ют решений (и, следовательно, */(я) е и *{(х)>х 

для всех гипер действительных х) и взять */(а) для про¬ 
извольного бесконечно большого а. 

Пусть а 0 , а и ... — произвольная последовательность. 
Рассмотрим функцию а, для которой а (г) = а { при нату¬ 
ральном і, значения же а{х) при х , не являющемся на¬ 
туральным числом, могут быть выбраны как угодно. Рас¬ 
смотрим теперь значения *а на гипернатуральных чис¬ 
лах. Функцию, сопоставляющую с каждым гипернату¬ 
ральным числом значение функции *се на нем, будем 
называть гипердействителъным аналогом последователь¬ 
ности а. Мы будем использовать вольность речи, назы¬ 
вая *сс(со) (при пшернатуральном со) со-м членом по¬ 
следовательности а и обозначая его Таким образом, 
при переходе из действительной области в гипердействи¬ 
тельную у каждой последовательности «вырастает гипер- 
действительный хвост». 

Чтобы сказанное в предыдущем абзаце стало кор¬ 
ректным, нужно проверить лишь, что значение при 
гипердействительыых со не зависит от выбора функции ос. 
В самом деле, пусть ссі и — две функции, совпадаю¬ 
щие на натуральных аргументах. Тогда система 

хбИ : а х (х) Ф а 2 (х) 

не имеет решений, и, следовательно, *а х и совпада¬ 
ют на всех гидерпатуралыіых аргументах. 

Теперь мы должны систематически переводить опре¬ 
деления различных свойств последовательностей на гіі- 
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пѳрдействительный язык. Начнем с наиболее простого 
свойства — ограниченности. Вот стандартное определение: 
последовательность а 0 , а и ... ограничена, если найдутся 
такие действительные р и д, что р ^ ^ д при всех г. 

Вспоминая содержание предыдущего параграфа (гипер¬ 
действительный вариант определения ограниченности для 
множеств), можно предположить, что последовательность 
ограничена тогда и только тогда, когда все ее члены (как 
натуральные, так и гипернагуральные!) конечны (т. е. 
а п — конечное гипердействительное число при всехп е*М). 
Доказательство эквивалентности почти такое же, как и 
для множеств. Пусть а = а 0 , а и ... ограничена в стан¬ 
дартном смысле и р^а п ^д при всех (стандартных) на¬ 
туральных п. Тогда каждая из систем 

п е а п < р\ 
а п >д 

не имеет решений. (Более формально следовало бы на¬ 
писать не а п < р и а п > д, а а (п) < р и а(п) > д, где а — 
функция, продолжающая а на аргументы, не являющие¬ 
ся натуральными, см. выше.) Поэтому а п ^р и а п ^д для 
всех гипернатуральных п (в том числе и нестандартных), 
поэтому а п конечно. 

Докажем теперь обратное утверждение. Пусть после¬ 
довательность а = а 0 , не ограничена. Тогда она 

либо не ограничена сверху (т. е. для всякого действи¬ 
тельного д найдется такое натуральное /г, что а п >д), 
либо она не ограничена снизу (т. е. для всякого р най¬ 
дется п, для которого а п <р). Пусть, например, она не 
ограничена сверху. Рассмотрим функцию ІѴ, которая да¬ 
ет п по д, т. е. N (д) е N и ам ія) > д для всех действи¬ 
тельных д. Рассуждая обычным образом, получаем, что 
при всех гипердействительных д справедливы соотноше¬ 
ния *./Ѵ (д) *М и а*л(д) > д. Взяв д бесконечно боль¬ 
шим и положительным, обнаруживаем, что при п = N(^) 
гипердействительное число а п будет бесконечно большим. 
Итак, эквивалентность стандартного и нестандартного оп¬ 
ределений ограниченности последовательности доказана. 

Более сложной задачей является описание нестандарт¬ 
ного определения предела. Постараемся вспомнить, одна¬ 
ко, как мы представляли себе предел, начиная изучать 
математический анализ. По-видимому, следующая фор¬ 
мулировка весьма правдоподобна: «число а есть пре¬ 
дел последовательности # і0 , ..., если бесконечно далекие 

члены этой последовательности бесконечно близки к а» щ 
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Теперь ее можно истолковать вполне буквально: беско¬ 
нечно далекие члены — это х п с бесконечно большими ги- 
перыатуральньши /г, а бесконечная близостью к а означа¬ 
ет, что х п — а бесконечно мало. Единственное обстоятель¬ 
ство, нуждающееся в уточнении, таково: требуем ли мы, 
чтобы все бесконечно далекие члены были бесконечно 
близки к а, или нам достаточно того, чтобы некоторые жз 
них были таковы. Оказывается, что оба варианта ответа 
приводят к осмысленным понятиям: первый («все») дает 
определение предела, а второй («некоторые») дает опреде¬ 
ление предельной точки. К предельным точкам мы еще 
вернемся, а сейчас докажем эквивалентность двух опре¬ 
делений предела. 

Стандартное определение. Число а называ¬ 
ется пределом последовательности дг 0 , х и х 2 , . .., если для 
любого е > 0 найдется такое Л/, что для всех натураль¬ 
ных п>М выполнено неравенство \х п — а\<г. 

Гипердействительное определение. Чис¬ 
ло а называется пределом последовательности я 0 , х и 
если для любого бесконечно большого гипернату¬ 
рального п разность х п — а бесконечно мала. 

Напомним, что и в том, и в другом определении чис¬ 
ла а и Хі стандартные. Пусть а является пределом после¬ 
довательности Хо, х и ... по стандартному определению, 
п — бесконечно большое гипернатуральное число. Дока¬ 
жем, что х п —а бесконечно мало, т. е. что \х п ~ а\ < е для 
любого положительного стандартного е. В самом деле, 
пусть е > 0 — стандартное число. Тогда по определению 
найдется такое стандартное Л/, что для всех стандарт¬ 
ных п>Л/ выполняется неравенство \х п — а\<г. Тогда 
оно выполняется и для бесконечно больших гипернату¬ 
ральных п (так как система пеМ, п>Л/, \х п — а\ > & 
не имеет решений), что нам и нужно. 

Докажем теперь обратное утверждение. Пусть а не 
является пределом последовательности аг 0 , х и х 2і ... (в 
смысле обычного определения). Это означает, что для 
некоторого (стандартного) действительного е > 0 и для 
любого М найдется (стандартное) натуральное п>Л/, для 
которого \хп~ а|>е. Как обычно, рассмотрим функцию 
/, дающую п по М, т. е. такую функцию, что /(Л/) е ИМ, 
}(М)>М и \х п м)—й \>е для любого действительного Л/. 
Возьмем теперь п = *І(М) для бесконечно большого гипер¬ 
действительного М. Тогда п е п>М ж\х п -а\>г 
(это доказывается обычным образом с помощью подходя¬ 
щих систем, не имеющих решений) . Тогда п — бесконеч- 
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по большое гипернатуральпое число, а |я„ — аІ>е, где 
е — стандартное положительное число и, следовательно, 
х п не бесконечно близко к а. Таким образом, нестандарт¬ 
ное определение предела также не выполнено. 

Доказав равносильность стандартного и нестандартно¬ 
го определений предела, посмотрим, как выглядят не¬ 
стандартные доказательства стандартных теорем. Начнем 
с самых простых. 

Единственность предела. Докажем, что после¬ 
довательность #о, #і, ... не может иметь двух разных 
пределов а и Ъ, В самом деле, в этом случаев» при бес¬ 
конечно большом гипернатуральном п должно быть бес¬ 
конечно близко и к а, и к 6, поэтому а и Ь бесконечно 
близки. Но так как они стандартны, то а = Ъ. 

Монотонность предела. Докажем, что если 
х п < у п при всех п, х п -> а, у п -»• Ь, то а < Ь. В самом де¬ 
ле, пусть п — бесконечно большое гипернатуральное чис¬ 
ло. Тогда а*=*ві(х п ), Ъ = 8і(у п ) (через &і(р) обозначает¬ 
ся стандартная часть конечного гипердействительного 
числа р). Так как х п ^у п при всех стандартных п , то 
это неравенство справедливо и для всех гипернатураль¬ 
ных п. Легко проверить также, что из р ^ ц следует 
ві0?)^8і(д). Поэтому а = 8і(# п ) < 8і(у п ) = Ь. 

Предел суммы. Докажем, что если = х п + у п , 
Хп а, у п ~* Ъ, то 2 „ -*• а + Ъ. В самом деле, равенство 
г п 1=3 х п + у п справедливо для всех натуральных, а зна¬ 
чит, и для всех гипернатуральных п. Поэтому ъ я при 
бесконечно большом п равно х п + у п е а + (бесконечно ма¬ 
лое)+ Ъ + (бесконечно малое). Как мы видели, сумма 
бесконечно малых бесконечно мала, поэтому г п бесконеч¬ 
но близко к а + Ь при бесконечно больших гипернату¬ 
ральных п. 

Аналогично можно доказать, что предел произведения 
равен произведению пределов (при этом будет использо¬ 
ван тот факт, что произведение бесконечно малого 
и конечного гипердействительных чисел бесконечно 
мало). 

Сходимость монотонной ограниченной 
последовательности. Пусть х й ^ я* ^- монотон¬ 
но неубывающая ограниченная последовательность. До¬ 
кажем, что она имеет предел. Все ее бесконечно далекие 
члены конечны (по определению ограниченности); оста¬ 
лось доказать лишь, что их стандартные части равны. 
Пусть тип — два бесконечно больших гипернатураль¬ 
ных числа и пусть §1(ят)^ зЦ#»). Пусть для определен- 
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ности т <п. Тогда 8і(а; т )" < ві(х п ) ($і(х т )^ зі(х п ) по пред¬ 
положению, а зі (л’т) > зі (л’н) невозможно, так как в этом 
случае х т > х ПІ что противоречит монотонности)'. Рас¬ 
смотрим (стандартное) число а , для которого зі(# т )<а< 
<8І(х п ). Тогда х т < а, х п > а. Все члены х к со стандарт¬ 
ными к удовлетворяют неравенству х к < а (так как х к ^ 
<х т в силу монотонности, а х т <а ). Поэтому система 
х к > а не имеет натуральных решений, но имеет гипер¬ 
натуральное решение ( к~п ). Полученное противоречие 
показывает, что предположение $і(;г п ) ложно, 

что и требовалось. 

Рассмотрев несколько применений гипердействитель¬ 
ного определения предела, перейдем теперь к понятию 
предельной точки последовательности. Стандартное его 
определение таково: а называется предельной точкой по¬ 
следовательности х 0і х и ..., если для всякого положи¬ 
тельного е и всякого N найдется такое натуральное 

при котором |х„ — ( 2 І<е. Докажем, что это стан¬ 
дартное определение эквивалентно следующему (уже 
упоминавшемуся) нестандартному: а называется пре¬ 
дельной точкой последовательности Рг п }, если при неко¬ 
тором бесконечно большом гипернатуральном п число х п 
бесконечно близко к а . 

Пусть выполнено стандартное определение. Как обыч¬ 
но, рассмотрим функцию, дающую п по 8, А, т. е. такую 
функцию /, что (при е > 0 и произвольном А) выполня¬ 
ются свойства /(е Л А г ) г М 4 /(е, А) >А и |# /СІ(Л г, — 
—а1<8. Обычное рассуждение показывает, что при лю¬ 
бом положительном гипердействительном е и при любом 
гипердействительном А число п = */(е, А) будет ги¬ 
пернатуральным числом, большим А и таким, что \х п — 
— а\ <е. Взяв 8 > 0 бесконечно малым, а А бесконечно 
большим и положительным, найдем бесконечно большое 
гипернатуральное число п , для которого \х п — а\ беско¬ 
нечно мало, что и требовалось доказать. 

Обратно, пусть стандартное определение не выполне¬ 
но. Тогда найдутся такие е > 0 и А, что \х п — аі^епри 
всех натуральных п> N и, следовательно, \х п — а\ > г 
при всех гипернатуральных п , больших А. Так как все 
бесконечно большие гипернатуральные п таковы, ни одно 
из х п при бесконечно больших п не может быть беско¬ 
нечно близко к а (разница \х п ~а\ больше положитель¬ 
ного стандартного числа в). 

Итак, мы доказали эквивалентность стандартного и 
нестандартного определений предельной точки, В качест- 

4 В, Л. Успенский 
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ве немедленной награды получаем доказательство следу¬ 
ющей известной теоремы: 

всякая ограниченная последовательность имеет пре¬ 
дельную точку. 

В самом деле, рассмотрим произвольный ее член с 
бесконечно большим номером. Он будет конечным гипер¬ 
действительным числом (последовательность ограниче¬ 
на), а его стандартная часть будет предельной точкой. 

§ 8. НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ И КОМПАКТНОСТЬ 

Следующая традиционная тема курсов математическо¬ 
го анализа — свойства непрерывных функций. Придержи¬ 
ваясь этой традиции, дадим нестандартное определение 
непрерывности. Оно, как и определение предела, почти 
дословно воспроизводит «наивное» определение (упоми¬ 
навшееся в § 1): функция / непрерывна в точке х, если 
ее значение в бесконечно близких к х точках бесконечно 
близко к значению в точке х: х ~ х => /(#')« /(#) (здесь 
« означает бесконечную близость). 

Сказанное требует уточнений в нескольких отношени¬ 
ях: должно ли х быть стандартным? что делать, если / — 
не всюду определенная функция? Дадим точное определе¬ 
ние. Пусть / — функция с действительными значениями, 
определенная на некотором множестве Ж действительных 
чисел. (Мы рассматриваем функции одного действитель¬ 
ного аргумента, читатель может проверить, что случай не¬ 
скольких аргументов ничуть не сложнее.) Построим ги¬ 
пердействительный аналог функции / — функцию */, оп¬ 
ределенную на множестве *Ж и принимающую гипердей¬ 
ствительные значения. Мы будем действовать в точности 
так же, как и для последовательностей (когда Ж равня¬ 
лось М). Возьмем произвольное продолжение Р функ¬ 
ции / на все действительные числа, совпадающее с / 
на Ж и какое угодно наК\Ж, Возьмем теперь гипердей¬ 
ствительный аналог *Р функции Р и ограничим его 
на *Ж, т. е. будем интересоваться его значениями лишь 
на элементах множества *Ж. Легко проверить, что полу¬ 
ченная функция будет определяться функцией / и не бу¬ 
дет зависеть от того, какое продолжение Р этой функции 
мы взяли. В самом деле, если Рі и Р 2 — два продолжения 
функции /, то система 

х^М, Рі (х) Ф Р г (х) 

не имеет действительных решений. Поэтому она не имеет 
и гипердействительных решений, т. е. *Р % {х) = *Р 2 {х) 
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при х ^ *М . Таким образом, для каждой функции / с дей¬ 
ствительными значениями, определенной на некотором 
множестве М действительных чисел, мы имеем гипердей- 
ствительный аналог */ с областью определения *М и ги¬ 
пердействительными значениями. 

Пусть /: М К — произвольная функция. Опреде¬ 
лим, что означает непрерывность / в точке х^М. (Обра¬ 
тите внимание; х — стандартная точка! Мы еще вспомним 
об этом, обсуждая равномерную непрерывность). Имен¬ 
но: это значит, что для всякого гипердействительного 
числа х е *М, для которого х & х , справедливо *}(х')& 
&І(х). 

Теперь мы должны показать, что это определение эк¬ 
вивалентно стандартному. Напомним стандартное опреде¬ 
ление. Функция /: называется непрерывной в 

точке х^М, если для всякого е>0 существует такое 
б > 0, что для всех х е М, для которых \х г — х\ < б, спра¬ 
ведливо неравенство |/(я') — і(х) 1 < е. Пусть функция / 
непрерывна в смысле стандартного определения. Пусть 
х ^ *М и х & х; покажем, что *{(х')& /(#), т. е. что для 
любого стандартного е>0 справедливо — ](х) I < е. 

Так как / непрерывна в обычном смысле, найдется такое 
б > 0, что для всех стандартных х е М, для которых 
\х' — х\ < б, выполнено \І( Х )~ Н х ) \ <е * Привычное для 
нас рассуждение показывает, что и для всех гипердейст¬ 
вительных х г , для которых х ^ *Л/ и \х — х\ < б, выпол¬ 
нено неравенство \*І(х')~ Н х )\ < е. К числу таких х от¬ 
носятся, очевидно, все бесконечно близкие к х элемен¬ 
ты *М, 

Обратно, пусть / не является непрерывной в обычном 
смысле. Тогда найдется такое е > 0, что при любом б > О 
найдется х е М, для которого \х — х I < б и 
иі х ')~ Н х ) I ^ е. Как обычно, рассмотрим х ' как функ¬ 
цию от б, т. е. рассмотрим функцию X, для которой при 
всех б>0 выполнены свойства Х(б)^М, |Х(б) — хІ<б 
и \}(Х(6))~ )(х)\> е. Теперь я' = *Х(б), где б —поло¬ 
жительное бесконечно малое, будет гипердействительным 
числом, для которого \х' — х\ = І*Х(б) — х\ <б и поэтому 
X & X, но |*/(я') — І{х) I — і*/(*Х(б)) — /(#) I > е и по¬ 
этому *І(х') & }(х). 

Посмотрим теперь, какие доказательства получают те¬ 
перь теоремы о непрерывных функциях, доказываемые 
в любом стандартном курсе анализа. 

Непрерывность суммы непрерывных 
функций. Пусть /, # — функции, определенные на мно- 

4 * 
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жестве М п непреывные в точке х. Тогда их сумма 
к: к (и) = ]{и) + §{и) непрерывна в точке х. В самом де¬ 
ле, если х & х, х е *Д/, то *к(х')= */(я') + *8{х') & 
& {(х) +8(х) = к(х). (Мы воспользовались тем, что а&Ь 
и с & й влечет а + с « Ъ + А. Это легко следует из свойств 
бесконечно малых, обсуждавшихся в § 3.) 

Ограниченность непрерывной функции 
на отрезке. Пусть / — функция, определенная и непре¬ 
рывная во всех точках отрезка 1 = [а, Ь]. Докажем, что 
она ограничена. Легко показать (ср. нестандартные опре¬ 
деления ограниченности множества и последовательно¬ 
сти), что ограниченность функции / равносильна тому, 
что *І(х) конечно для всех х ^ */. Легко видеть, что */ со¬ 
стоит из всех гипердействительных чисел 2 , для которых 
Все они конечны, и их стандартная часть з1(г) 
принадлежит [а, Ь] (если ві (х)<а, то 2 <а, а если 
в 1(г)>Ь, то 2 >Ь). В силу непрерывности в точке зі(г) 
из 2 ~бі( 2 ) вытекает, что */(г)« /(зі(г) ); так как 
/(зі(г)) стандартно, то */(г) конечно. 

Читатель может проверить себя, ответив на вопрос: 
почему это рассуждение неприменимо в равной мере к ин¬ 
тервалу (а, Ь) вместо отрезка [а, Ь]? (Для интервалов 
утверждение, очевидно, неверно: функция у = Их опре¬ 
делена и непрерывна, но не ограничена на интервале 
(О, 1).) Дело в том, что мы пользовались непрерыв¬ 
ностью / в точке 8І(г) и, следовательно, нам было нужно, 
чтобы зЬ(г) принадлежало области определения функции. 
А для интервала (а , Ъ) это не так: если 2 = а + е, где 
е > 0 — бесконечно малое, то г принадлежит области опре¬ 
деления */, в то время как зі(г) не принадлежит области 
определения функции /. 

Теорема о промежуточных значениях. 
Если / — непрерывная на отрезке [а, Ь] функция, /(а)>0, 
/(Ь)<0, то существует такое действительное число 
х^[а, Ь], что /(д;)~0. Докажем это. Начнем со следую¬ 
щего простого замечания (никак не связанного с гипер¬ 
действительными числами). Разобьем отрезок [а, Ъ] на 
п равных частей и посмотрим на знаки / в точках раз¬ 
биения. Если хотя бы в одной из них / равна 0, то дока¬ 
зывать нечего, если же нет, то найдется отрезок разбие¬ 
ния, на концах которого / имеет разные знаки. Обозначим 
его концы через х п и у п . Тогда справедливы такие утверж¬ 
дения: \х л — у п \ = (Ъ — а)/п, х п , у п ^[а, Ь], /(я„)>0, 
!(Уп)<0. Теперь вспомним о гипердействительных числах 
п возьмем бесконечно далекие члены последовательностей 
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х п и у п . Пусть N — бесконечно большое гиперыатуральноѳ 
число. Тогда Ія* — у*| =(Ъ — а)/іѴ и бесконечно мало, по¬ 
этому я* « уя и 8І(я*) = 8і(#*), Так как я*, Н 

то и я=*5І(я*) = 8 і{уп) принадлежит [а, Ь]. В силу непре¬ 
рывности /(я) бесконечно близко к положительному чис¬ 
лу */(я*) и отрицательному */(у*). Единственное стан¬ 
дартное число, для которого это возможно,— нуль. Значит, 
/(я) = 0, что и требовалось доказать. 

Обратимся теперь к понятию равномерно непрерывной 
функции. Согласно стандартному определению функция /, 
определенная на множестве Ж<=Я, называется равномер¬ 
но непрерывной, если для всякого е > 0 найдется такое 
б>0, что из я, у^Ж, Ія — у \ < б вытекает 
|/(я) —/(у)| <е. Нестандартное определение требует, что¬ 
бы для любых бесконечно близких гипердействительных 
я, у ^ *Ж значения */(я) и */(у) были бесконечно близ¬ 
ки. При первом взгляде на это нестандартное определение 
равномерная непрерывность ничем не отличается от не¬ 
прерывности в любой точке множества Ж. Есть, однако, 
важная разница: в определении непрерывности в точке я 
точка я обязательно стандартна, а в определении равно¬ 
мерной непрерывности обе точки я и у могут быть гипер¬ 
действительными. 

Доказательство эквивалентности стандартного и не¬ 
стандартного определений равномерной непрерывности 
проходит аналогично приведенным выше. Если / равно¬ 
мерно непрерывна (в стандартном смысле), а я и у бес¬ 
конечно близки, то І*/(я) — */(*/) I меньше любого стан¬ 
дартного е (выберем б по е, пользуясь определением, и 
заметим, что |я — у\ <б). Если же / не является равно¬ 
мерно непрерывной в стандартном смысле, то найдется 
такое 8 > 0, что для любого б > 0 найдутся я и у с 
|я—г/і<6, і/(я) — І(у) I ^ 8. Рассмотрим эти я и у как 
функции от б и подставим вместо б бесконечно малое чис¬ 
ло. Тогда Ія —і/| < б, я « і/, но І*/(я) — *Цу) I > е, 

Теперь приведенное в § 1 рассуждение (практически 
без изменений) можно рассматривать как вполне строгое 
доказательство теоремы о том, что всякая непрерывная 
функция на отрезке равномерно непрерывна. 

В самом деле, пусть / определена л непрерывна на 
[і а , Ь]. Докажем равномерную непрерывность. Пусть я, у — 
произвольные бесконечно близкие гипердействительныѳ 
числа из *[а, Ъ\, т. е. а^я, у^Ъ. Тогда 8і(я) и 8І(?/) 
равны, обозначим их общее значение через с, Ясно, что 
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с^[а, Ь]. (Именно здесь важно, что у нас отрезок, а не, 
скажем, интервал.) Тогда (в силу непрерывности в точ¬ 
ке с) *І(х) & $(с), *І(у) & }(с) и, следовательно, 

»*/(у). Равномерная непрерывность доказана. 

До сих пор мы рассматривали свойства непрерывных 
функций, определенных на отрезках действительной пря¬ 
мой. Как известно из обычных курсов математического 
анализа, многие из этих свойств непрерывных на отрезке 
функций справедливы и для функций, определенных на 
произвольных компактных множествах. В этом параграфе 
мы покажем, как соответствующие утверждения могут 
быть получены методами нестандартного анализа. 

Поскольку мы ограничиваемся (пока) подмножествами 
действительной прямой, нам будет достаточно такого оп¬ 
ределения компактности: 

множество А с: К называется компактным , если оно 
замкнуто и ограничено. 

Напомним, что множество А называется замкнутым, если 
для всякой точки х, не принадлежащей А , найдется такое 
е > 0, что е-окрестность точки х (множество всех то¬ 
чек у , для которых \х — у\<&) не пересекается с А. 

Как обычно, мы должны вначале дать нестандартное 
определение компактности. Поскольку для ограниченности 
такое определение у нас уже есть, нам осталось найти 
его для замкнутости. Вот оно. 

Множество А с: К называется замкнутым, если для 
всякого конечного шдердействительного числа у , при¬ 
надлежащего *Л, его стандартная часть зі (у) принад¬ 
лежит А. 

Применяя это определение, например, к интервалу 
1 = {а , Ь ), видим, что он не является замкнутым, так как 
число а + е (е>0 — бесконечно малое) принадлежит */, 
а стандартная часть этого числа, равная а, не принадле¬ 
жит I. Докажем, что наше определение равносильно 
стандартному. Пусть А замкнуто в смысле стандартного 
определения, у — конечное гипердействительное число, 
принадлежащее *А , х — его стандартная часть. Пусть 
х не принадлежит А . Тогда найдется такое (стандартное) 
е > 0, что никакое действительное %, для которого 
\і~х\ < б, не принадлежит Л. Система 

Іг — х\ < е, г&А 

(с единственным неизвестным г) не имеет действитель¬ 
ных решений. Но у является ее гипердействительным ре- 
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шенпем. Полученное противоречие с Основной гипотезой 
показывает, что х^А. 

Пусть теперь А не является замкнутым (согласно 
стандартному определению) и точка х та самая, для кото¬ 
рой требования определения не выполняются. Это значит, 
что х не принадлежит А и что для всякого е > 0 найдется 
у из А , для которого \у — х\ < е. Рассмотрим это у как 
функцию от в, т. е. рассмотрим такую функцию /, что 
(при е>.0) І(г)^А, І/(е) — х\<&. Теперь легко прове¬ 
рить, что у — */(е), где в — бесконечно малое положитель¬ 
ное число, будет гипердействительным числом, принадле¬ 
жащим *А У бесконечно близким к х и, следовательно, 
конечным, стандартная часть которого не принад¬ 
лежит к А . 

Итак, мы доказали эквивалентность стандартного и не¬ 
стандартного определений замкнутости. (Другой способ 
доказательства состоит в том, чтобы сослаться на нестан¬ 
дартное определение предельной точки и на то, что мно¬ 
жество А замкнуто тогда и только тогда, когда А содер¬ 
жит все свои предельные точки.) Таким образом, при¬ 
ходим к такому определению компактности: 

А компактно , если любой элемент *А бесконечно бли¬ 
зок к одному из элементов А . 

Вспоминая доказательство теоремы об ограниченности не¬ 
прерывных функций на отрезке или о равномерной не¬ 
прерывности непрерывной на отрезке функции, мы видим, 
что, по существу, в них использована именно компакт¬ 
ность отрезка. Продемонстрируем это на примере доказа¬ 
тельства теоремы о равномерной непрерывности. Пусть 
функция / непрерывна на компактном множестве А. До¬ 
кажем ее равномерную непрерывность, предварительно 
вспомнив соответствующее нестандартное определение. 
Пусть х , у — бесконечно близкие элементы *Л. В силу 
компактности множества А элементы х и у бесконечно 
близки к некоторым х 0 , у 0 ^А. Тогда х 0 &у 0 (х 0 &х& 

« у « у а) ; так как х 0 и у 0 стандартны, то х 0 88 уо. В силу 
непрерывности / в х 0 имеем */(я) ^/(*г 0 ) — }(Уо)& */(у), 
поэтому *}(х)& */(у), что и требовалось доказать. 

Мы еще вернемся к данному выше нестандартному оп¬ 
ределению компактности, обсуждая применения нестан¬ 
дартных методов в топологии. А сейчас вспомним о при¬ 
мерах, с которых мы начинали наше знакомство с нестан¬ 
дартным анализом. Первый и второй примеры становятся 
вполне ясными, если определить производную /'(а) как 
стандартную часть отношения йу/йх , где ^ — бесконечно 
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малое, а йу ****)(а + йх) — /(а). (Во втором примере мы 
среди прочего используем тождество 

У У - Ух — (у - ж) /(Ту + Ух), 

которое верно и для гипердействительных хну, раз си¬ 
стема 

У у — Ух Ф {у — х)/{Уу + Ух) 

не имеет действительных решений.) 

В третьем примере (определение интеграла) стандарт¬ 
ная функция / продолжается до */, после чего выражения 
)(а + йх), і(а + 2йх), ./(а + (Я — і)йх) приобретают 
смысл. Этого, однако, мало — нужно объяснить, что такое 
сумма бесконечно большого числа слагаемых (именно, Я 
слагаемых). Это делается с помощью такого приема. Оп¬ 
ределим (в обычном «стандартном» мире) функцию 

8(п , йх)™[/(а) + /(а + йх)+,.. + /(а + (п— 1)йх)] -йх 

(п — натуральное, йх — действительное число). Соответ¬ 
ствующий нестандартный аналог представляет собой 
функцию с гипернатуральным и гипердействительным 
аргументами. Подставив в нео Я и йх = (& —а)/Я, полу¬ 
чим гипердеиствительноѳ число *3(Н, йх), стандартную 
часть которого мы и называем интегралом (стандартной) 
функции / по (стандартному) отрезку [а, Ь]. 

Четвертый пример нами ужо разобран. Наш пятый 
пример — пример неизмеримого множества — становится 
также вполнѳ ясным. В нем мы должны рассмотреть 
функцию г(п, х) = (д-й знак двоичного разложения чис¬ 
ла х). Это функция из множества N X К в {0, 1). Ее ги¬ 
пердействительный аналог есть функция из X 
со значениями также в {0, 1). Выберем теперь бесконечно 
большое гипернатуральное число Я и рассмотрим те 
стандартные числа х е [0, 1], для которых 
*я(Я, х) = 0. Это множество (стандартных) действитель¬ 
ных чисел и будет неизмеримым по Лебегу. (Это, конечно, 
нужно еще доказать, но доказательство несложное: оно 
основывается на том, что, грубо говоря, любой интервал 
заполняется этим множеством наполовину.) 

Шестой пример (принадлежащий Эйлеру) подробно 
разбирается на с. 64—65 статьи Люксембурга [53]. Там 
делается попытка разъяснить, как ход рассуждений Эй¬ 
лера становится корректным (с современной точки зре¬ 
ния) в свете нестандартного анализа. 
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| 9. ПОСТРОЕНИЕ СИСТЕМЫ 
ПШЕРДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 


Обратимся, наконец, к вопросу о существовании гипер- 
действительных чисел. Точнее этот вопрос следует сфор¬ 
мулировать так: можно ли построить расширение множе¬ 
ства действительных чисел, для которого выполнялась бы 
Основная гипотеза. Напомним, что Основная гипотеза 
требует, чтобы: 

(1) имелось некоторое множество для которого 
К с: *К; 

(2) для каждой функции /: имелась некото¬ 

рая функция */: (*К) п -»-*К х являющаяся продол¬ 
жением исходной; 

(3) любая система уравнений и неравенств, гипердей¬ 
ствительный аналог который имеет (гипер действитель¬ 
ные) решения, имела действительные решения (о том, 
что может стоять в левых и правых частях уравнений 
и неравенств, см. подробнее выше); 

(4) *К содержало бесконечно малые элементы, отлич¬ 
ные от нуля. 

В этом параграфе мы покажем, каким образом этим 
требованиям можно удовлетворить. Правда, нам придется 
принять без доказательства некоторое утверждение из 
теории множеств (существование нетривиального ультра¬ 
фильтра на множестве патуральных чисел, см. далее). 

Вернемся к нашей первой попытке построения системы 
гипердействительных чисел, когда мы назвали гипердей- 
ствительными числами последовательности действитель¬ 
ных чисел. Эта попытка провалилась в § 4. Чтобы испра¬ 
вить дело, вспомним, как происходит переход от О к К 
(точнее, как он может происходить в одном из вариантов 
построения системы действительных чисел из рациональ¬ 
ных), Рассматриваются всевозможные фундаментальные 
последовательности рациональных чисел, т. е. такие по¬ 
следовательности, что для любого е > 0 существует отре¬ 
зок длины е, содержащий все члены последовательности, 
кроме конечного числа. Две такие последовательности 
х п и у п называют эквивалентными , если х п — у п стремится 
к 0 при п-+ Это отношение эквивалентности разбивает 
фундаментальные последовательности на классы, которые 
и называются действительными числами. 

Теперь, набрав достаточную инерцию мышления (как 
видим, инерция мышления —это не всегда плохо!) 1 , обра¬ 
тимся к нашей задаче — построению множества гипердей- 
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ствительных чисел. Оказывается, что мы достигнем цели, 
если от последовательностей перейдем к классам последо¬ 
вательностей, считая, что две последовательности # 0 , х і9 ... 
и г/о, *л, ... задают одно и то же гипердействительное чис¬ 
ло, если Хп^Уп «для большинства натуральных чисел /г». 
Тут, конечно, непонятно, что означают слова «для боль¬ 
шинства п». 

Для наглядности будем представлять себе, что прово¬ 
дится голосование по вопросу «считать ли последователь¬ 
ности х п и у п совпадающими». В нем голосующими явля¬ 
ются натуральные числа, причем число п голосует «за», 
если х п = Уп , и «против», если х п ^Уп. Будем считать по¬ 
следовательности х п и у п совпадающими, если большин¬ 
ство натуральных чисел голосуют за это. Нужно объяс¬ 
нить лишь, какова система подсчета голосов, т. е. какие 
множества натуральных чисел мы считаем «большими» 
(содержащими «большинство» натуральных чисел), а ка¬ 
кие «малыми» (содержащими «меньшинство» натураль¬ 
ных чисел). Перечислим те свойства, которым должна 
удовлетворять система подсчета голосов, т. е. деление 
множеств натуральных чисел на большие и малые. 

1. Любое множество натуральных чисел является либо 
большим, либо малым. Ни одно множество не является 
большим и малым одновременно. (Голосование должно 
всегда давать ответ.) 

2. Множество всех натуральных чисел большое, пустое 
множество малое. (Предложение, за которое голосуют все, 
принимается.) 

3. Дополнение (до М) любого малого множества явля¬ 
ется большим, дополнение любого большого множества — 
малым. (Из двух противоположных законопроектов полу¬ 
чает большинство голосов ровно один.) 

4. Любое подмножество малого множества является 
малым, любое надмножество большого множества — боль¬ 
шим. (Утратив часть голосов, отвергнутый законопроект 
не может стать принятым.) 

5. Объединение двух малых множеств является малым, 
пересечение двух больших множеств является большим. 
(Если каждая из двух групп голосующих не образует 
большинства, то они и вместе не образуют большинства 
(«невозможность коалиций»); если каждая из групп со¬ 
ставляет большинство, то голосующие, входящие одновре¬ 
менно в обе группы, уже составляют большинство.) 

Эти требования весьма сильны. Чтобы понять это, рас¬ 
смотрим случай конечного множества голосующих (полу- 
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чающийся эаменой N на некоторое конечное множест¬ 
во М). Можно ли тогда удовлетворить этим требованиям? 
Один способ почти очевиден. Выберем одного из «голосую¬ 
щих» т^М и назовем большими все множества, содер¬ 
жащие го, а малыми —все множества, не содержащие го 
(«диктатура» го). При таком определении легко проверить 
все свойства 1—5. Оказывается, что этим исчерпываются 
все возможности удовлетворить требованиям 1—5 для 
случая конечного множества Л/. В самом деле, пусть име¬ 
ется разбиение всех множеств на большие и малые, удов¬ 
летворяющее требованиям 1—5. Рассмотрим тогда все 
большие множества и выберем из них множество М 0 , со¬ 
держащее наименьшее возможное число элементов (среди 
больших множеств). Множество М 0 непусто. Если оно 
содержит ровно один элемент го, то в силу свойства 4 все 
множества, содержащие го, будут большими, а в силу 
свойства 3 все множества, не содержащие го, будут малы¬ 
ми. Осталось показать, что М 0 не может содержать более 
одного элемента. В самом деле, в этом случае его можно 
было бы разбить на две непустые непересекающиеся ча¬ 
сти М і и Л/ 2 . Эти части должны быть малыми (так 
как содержат меньше элементов, чем М 0 ), а их объ¬ 
единение Мо является большим, что противоречит требо¬ 
ванию 5. 

Оказывается, однако, что при счетном числе голосую¬ 
щих возможны системы голосования, удовлетворяющие 
требованиям 1—5 и не сводящиеся к упомянутому три¬ 
виальному случаю. Другими словами, можно так разбить 
все подмножества натурального ряда на большие и малые, 
чтобы выполнялись свойства 1—5 и’любое одноэлементное 
множество было малым. Тогда (в силу свойства 5) и лю¬ 
бое конечное множество будет малым, а (в силу свой¬ 
ства 3) всякое множество с конечным дополнением 
(до М) — большим. Таким образом, к требованиям 1—5 
можно без противоречия добавить и такое: 

6. Всякое конечное множество является малым, всякое 
множество с конечным дополнением — большим. (При го¬ 
лосовании мнение конечного числа голосующих несущест¬ 
венно.) 

Разбиение всех подмножеств натурального ряда на 
большие и малые, удовлетворяющее требованиям 1—6, 
называется нетривиальным ультрафильтром на множестве 
натуральных чисел. Мы нѳ будем обсуждать подробно, 
как можно доказать существование такого разбиения. 
Скажем лишь, что это доказательство использует транс- 
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финитную индукцию (и, следовательно, так называемую 
аксиому выбора). 

Покажем теперь, что такое разбиение позволяет по¬ 
строить систему гипердействительных чисел, удовлетво¬ 
ряющую требованиям Основной гипотезы. Итак, пусть 
фиксировано разбиение, удовлетворяющее требованиям 
1—6. Назовем две последовательности х й , ... и Уо, 
г/і, ... эквивалентными, если множество тех п , при кото¬ 
рых х п у П1 является большим. В силу требования 2 вся¬ 
кая последовательность эквивалентна самой себе. Дока¬ 
жем, что построенное отношение транзитивно: если по¬ 
следовательность х эквивалентна последовательности у , 
а последовательность у эквивалентна последовательно¬ 
сти %, то х эквивалентна %. В самом деле, обозначим 
через А, В я С множества тех натуральных п, при кото¬ 
рых х п — у п , Уп = 2п и х п = 2 П соответственно. По условию 
множества А и В большие. Кроме того, из х п = у п и у п *=» 
= 2 П следует х п *= 2 п , поэтому А(\В<^С. Согласно требо¬ 
ванию 5 множество А (\В является большим. Теперь тре¬ 
бование 4 гарантирует, что С также является большим, 
что и требовалось. 

Мы видим, что введенное отношение рефлексивно, сим¬ 
метрично (это очевидно из определения) и транзитивно и, 
следовательно, разбивает все последовательности действи¬ 
тельных чисел на классы эквивалентности, т. е. такие 
классы, что любые две последовательности одного класса 
эквивалентны, а любые две последовательности из разных 
классов — нет. Эти классы мы и назовем гипердействи¬ 
тельными числами. Что еще нам нужно? Нужно, чтобы 
множество действительных чисел было подмножеством 
множества гипердействительных. Нужно уметь для каж¬ 
дой функции с действительными аргументами и значения¬ 
ми строить ее гипердействительный аналог. Нужно про¬ 
верить, что любая система уравнений и неравенств, 
гипердействительный аналог которой имеет гнпердействи- 
тельные решения, имеет действительные решения. И, на¬ 
конец, нужно убедиться^ что среди гипердействительпых 
чисел (рассматриваемых как упорядоченное поле, см. § 6, 
примеры 6, 7) существуют бесконечно малые, отличные 
от нуля. 

Чтобы сделать К подмножеством отождествим 

каждое действительное число х с последовательностью 
х , х, х, ..точнее, с содержащим ее классом. При этом 
разным действительным числам соответствуют разные 
классы: х , х , х , ... не эквивалентно у , у, .,, (множество 
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тех /г, при которых п-е члены совпадают, пусто и, следо¬ 
вательно, является малым). 

Пусть /: — функция с действительными аргу¬ 

ментами и значениями. Определим ее гипердействитель¬ 
ный аналог */: Пусть я; — произвольное ги¬ 

пердействительное число, т. е. класс эквивалентных после¬ 
довательностей действительных чисел. Рассмотрим про¬ 
извольную последовательность х й1 #і, ... из этого класса 
и применим / ко всем ее членам. Класс, содержащий по¬ 
лученную последовательность і(х 0 ), /(#і), ..., мы и будем 
считать значением / на х. Нужно проверить, что это оп¬ 
ределение корректно, т. е. что полученный класс не за¬ 
висит от выбора последовательности х 0 , х и ... в классе х. 
В самом деле, пусть х 0 , х іу ... и і/ 0 , у и ...— произвольные 
последовательности, лежащие в одном классе. Это означа¬ 
ет, что х п — у п «для большинства и», т. е. что множест¬ 
во М тех п, при которых х п = г/п, большое. Надо доказать, 
что / (х 0 ) , і(хі ), ... и /(г/о), /(г/і), ... лежат в одном клас¬ 
се, т. е. что множество тех /г, при которых /(г„) —/(г/п), 
большое. Но это очевидно, так как оно содержит М (из 
х п = у п следует $(% п )= ІІУп) ), а всякое надмножество 
большого множества большое (свойство 4). 

Аналогично определяются и гипердействительные ана¬ 
логи для функций нескольких аргументов. Пусть, напри¬ 
мер, /— функция двух действительных аргументов с дей¬ 
ствительными значениями: /: КхК->-К. Определим 
ее гипердействительный аналог */. Чтобы применить */ 
к двум гипердействительным числам хм у, возьмем по¬ 
следовательности х 0 , х и ... и г/о, у и им принадлежа¬ 

щие, и в качестве */(я, у) рассмотрим класс последова¬ 
тельности /(^о, г/о), І(хі, у і), ... Докажем корректность 
этого определения. Еслия 0 » х и * * * и у 0 > У х * ...“Другие 
элементы классов х и у, то х п — х п для большинства п и 
Уп = Уп для большинства п, т. е. множества Р = 
= {п\х п =х п } и ()=1п\уп= Уп\ большие. В силу свойства 5 
множество Р также является большим, т. е. для 
большинства п справедливо х п = х п и у п = у п одновре¬ 
менно. Поскольку для этих п выполнено и равенство 

/ (х'п, Уп) = Н х п, Уп) , корректность доказана. Точно так 
же обстоит дело и для функций большего числа аргу¬ 
ментов. 

Нужно проверить, что построенные гипердеиствителъ- 
ные аналоги будут продолжениями исходных функций 
с действительными аргументами и значениями. Это оче- 

61 



видно следует пз определений. Проверим теперь, что вся¬ 
кая система уравнений и неравенств, имеющая гипердей¬ 
ствительные решения, имеет и действительные решения 
(как всегда, следовало бы говорить о системе, гипердей¬ 
ствительный аналог которой имеет гипердействительные 
решения, но мы не будем столь педантичны). Пусть, на¬ 
пример, система 

/(*(*, у), 2)'=-2, Цх)^Цу) 

имеет гипердеыствительные решения х 7 у, 2 . Рассмотрим 
последовательности х 0 , х іу у 07 у і, 2 0 , ..., при¬ 

надлежащие соответствующим классам эквивалентности. 
Тогда §(х 0 , у 0 ), і(хі, уі), ... принадлежит классу §{х, у), 
а У о), г»), {(8(хі, Уі), г,), ...— классу Н§(х, у), г). 

Поскольку х, у, г по предположению являются решения- 
ми системы, то у п ), 2 П )= 2 „ для большинства п . 

Поскольку Н(х)ФН(у) 7 последовательности Ъ(х 0 ), 
й(#і), ..., и А(уо), А(Уі), ... не эквивалентны и множе¬ 
ство тех п , при котором Н(х п ) = к(у п ), малое. Тогда мно¬ 
жество тех п , при котором А(і/ п ), является боль¬ 

шим. Так как пересечение двух больших множеств 
является большим, то множество тех п , при котором 

І(ВІ х п> Уп), 2 п ) = 2 п , Н(х п )Фк(у п ), 

является большим. Значит, оно непусто! Таким образом, 
система имеет и действительные решения. 

Аналогичным образом обстоит дело и с произвольной 
системой уравнений и неравенств: если х, у , 2 , ...— ее ре¬ 
шение, {а: п }, { у п }, {г п ) 7 ...— соответствующие последова¬ 
тельности, то множество тех п, при которых действитель¬ 
ные числа х п , Уп , з„, ... являются решениями системы, 
является большим и, следовательно, непусто. 

Осталось проверить, что среди гипердействительных 
чисел существуют бесконечно малые, отличные от нуля. 
Положительным бесконечно малым гипердействительным 
числом будет, например, класс последовательности 1, 1/2, 
1/3, ... (или любой другой последовательности положи¬ 
тельных действительных чисел, сходящейся к 0). Нам 
нужно проверить, что это гипердействительное число 
(обозначим его через е) положительно, но меньше любого 
стандартного положительного числа. Чтобы доказать это, 
мы должны вспомнить, как определяется порядок на мно¬ 
жестве гипердействительных чисел. Он определяется в со¬ 
ответствии с общей схемой построения гипердействитель- 
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ного аналога для любого отношения на множестве дей¬ 
ствительных чисел. Нужно взять функцию / двух дей¬ 
ствительных аргументов, для которой свойства /(х, у) = 0 
и х < у равносильны, и рассмотреть ее гипердействитель¬ 
ный аналог */. Гипердействительное число х называется 
меньшим гипердействителъного числа г/, если */(^, у) = 0. 
Посмотрим, что дает нам эта конструкция для построен¬ 
ной описанным способом системы гипердействптельных 
чисел. Если х — класс последовательности х іч ..., а у — 
класс последовательности у 0і у и ..то */(#, у) есть класс 
последовательности /(х 0 , г/ 0 ), Н х и У і)> ••• Равенство этого 
класса нулю (т. е. классу последовательности 0, 0, 0, ...) 
означает, что /(#„, г/ п ) = 0 для большинства /г, т. е. что 
х п < у п для большинства п. Таким образом, чтобы выяс¬ 
нить, верно ли х < у для гипердействительных чисел х 
и у , нужно взять последовательности х 0 , х и ... и у 0 , У і, ... 
в классах х и у и выяснить, является ли множество 
тех /г, при которых х п < у п , большим. 

Нам нужно было проверить, что 0 < е и что е < р для 
любого стандартного положительного р (напомним, что 
е—класс последовательности 1, 1/2, 1/3, ...). Это просто: 
О < е, так как 0 < 1 /п при всех п (а множество N 
большое), г<р, так как 1 /п<р для всех натураль¬ 
ных щ кроме конечного числа, а всякое множество с ко¬ 
нечным дополнением малое (свойство 6 «системы подсче¬ 
та голосов»). Отметим, что здесь мы впервые воспользо¬ 
вались свойством 6, до сих пор все наши рассуждения 
были справедливы и в случае «диктатуры» (когда боль¬ 
шими считаются те и только те множества, которые со¬ 
держат некоторое натуральное число Щ. В этом случае 
две последовательности эквивалентны, если совпадают их 
N-е члены, и все гипердействительные числа стандартны 
(класс последовательности х 0 , ... совпадает со стан¬ 

дартным ЧИСЛОМ Хп). 

§ 10. НЕСТАНДАРТНЫЙ АНАЛИЗ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА 

Мы упоминали, что существуют два способа изложе¬ 
ния нестандартного анализа — «кустарный» и «научный» 
(использующий математическую логику). До сих пор на¬ 
ше изложение следовало первому. Сейчас же мы поста¬ 
раемся объяснить, чем может быть полезна математиче¬ 
ская логика для облегчения пользования гипердействи- 
тельнымд числами и для их построения. 
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Наша Основная гипотеза гласила, что утверждения 
о разрешимости систем уравнений и неравенств одновре¬ 
менно истинны или ложны в К и На самом деле 
можно указать гораздо более широкий класс утверждений, 
которые одновременно истинны или ложны в К и Но 
прежде чем указать этот класс, нам придется обсудить 
некоторые фундаментальные логические понятая. 

Ранее мы говорили о системах уравнений и неравенств, 
составленных из функций действительных аргументов, 
а также их аналогах, составленных из функций гппердей- 
ствительных аргументов. Так, например, молено было рас¬ 
смотреть систему 

БІП (.г) = у, 8ІП (соз ( у) ) Ф X 


и ее гипердействительный аналог 

*зіп(#)= у, *5Іп(*соз(у) )Ф х. 

Более естественно, однако, считать, что в систему входят 
не сами функции, а их имена , т. е. обозначающие их сим¬ 
волы. После того как этим именам придан смысл, т. е. 
с каждым из них сопоставлена какая-то функция, можно 
говорить о решениях системы (при данной интерпретации 
входящих в нее имен). При этом, вместо того чтобы вво¬ 
дить разные имена для функции и ее гипердействитель¬ 
ного аналога, мы будем считать, что имеется одно имя, 
которое двусмысленно — имеет действительный смысл и 
гипердействительный смысл. 

Опишем все это более формально. Рассмотрим всевоз¬ 
можные функции действительных аргументов с действи¬ 
тельными значениями (с произвольным числом аргумен¬ 
тов; функции нуля аргументов отождествим с действи¬ 
тельными числами) и введем для них имена. Для этого 
выберем какое-нибудь взаимно однозначное соответствие 
между множеством всех таких функций и некоторым 
множеством /, элементы которого мы будем называть 
именами. Элемент множества /, сопоставленный с данной 
функцией, будем называть ее именем . Если функция 
имеет п аргументов, будем называть соответствующий ей 
символ п-местным , или символом валентности п. Таким 
образом, нульместные символы суть имена действитель¬ 
ных чисел. Имена (элементы /) будут использоваться при 
образовании термов. 

Фиксируем счетный список символов, отличных от 
элементов /, элементы которого назовем переменными . 

и 



Теперь термы можно определить как выражения, состав¬ 
ленные по следующим правилам: 

(1) всякая переменная есть терм; 

(2) всякий нульместный функциональный символ есть 
терм; 

(3) если и — ^-местный функциональный символ, 
а і и ..., Іп — термы, то и{і { , ..., і п ) — терм. 

Например, /(я, к(у)) и 8(§(х, %), і) будут .термами, 

если я, г/, г — переменпые, /г — одпоместный функцио¬ 
нальный символ, і — нульместный, а / и % — двуместные. 
Как видим, определение термов никак не апеллирует 
к смыслу входящих в них символов — важно лишь, какую 
валентность имеют входящие в них символы. Поэтому 
наряду с исходным смыслом термов (возникающим, когда 
с именем і сопоставляется та самая функция, именем ко¬ 
торой оно являлось) можно придать им другой, гипердей¬ 
ствительный смысл, сопоставив с і пшердействительный 
аналог этой функции. Окажется, что при той и другой 


Имя функции / 


Действительная 
функция Т 


Гипердействительный 
аналог*/ функции / 


Рис. 14 


интерпретации истинными будут одни и те же формулы. 
Но прежде мы должны определить понятие формулы. 

Перечислим правила построения формул. Если і { и 
і г —термы, то запись (іі = і 2 ) является формулой. Если ф 
и ф — формулы, то записи (фДф)» (фѴф), (ф=^ф)*, 
Нф— формулы, которые читаются (соответственно) 
«ф и ф», «ф или ф», «если ф, то ф», «неверно, что ф». 
Если ф — формула, а | — переменная, то записи Ѵ^ф ы 
3|ф — формулы, которые читаются «для всех % верно ф» 
и «существует для которого верно ф». Формулами на¬ 
зываются только те записи, которые можно получить на 
основании приведенных правил. 

Итак, понятие формулы определено. Теперь надо объ¬ 
яснить, какой смысл придается формулам, Предварителъ- 
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но введем попятив параметров формулы. Грубо говоря, 
параметры формулы — это те переменные, от значений ко¬ 
торых зависит истинность формулы. Точное определение 
параметров таково, Параметрами формулы (і х = і г ) явля¬ 
ются все переменные, входящие в і х или в і 2 . Параметры 
формулы те же, что и у формулы <р. Параметрами 
формул фЛфі ф V *ф, ф =>■ ф являются все переменные, яв¬ 
ляющиеся параметрами ф или ф. Параметрами формул 
Ѵ|ф и 3|ф являются параметры формулы ф, отлйчпые 
от Например, параметрами формулы 

ЭхѴу ((/ (х, к {у)) = § ( 2 , 2 )) А 1(2= I)) 

являются переменные % и і, а формула 

Эх(}(х, х) = х) 


не имеет параметров. 

Нас будет интересовать вопрос об истинности и лож¬ 
ности формул. Чтобы он имел смысл, нужно сделать две 
вещи. Во-первых, нужно фиксировать интерпретацию на¬ 
шего языка, т. е. объяснить, каково множество М возмож¬ 
ных значений переменных (носитель интерпретации) н 
какие функции па этом множестве сопоставляются 
с функциональными символами. Во-вторых, если нас ин¬ 
тересует истинность формулы ф, имеющей параметры, то 
нужно указать значения этих параметров, сопоставив с 
ними какие-то элементы множества М. 

Итак, пусть фиксирована некоторая интерпретация и 
каждому параметру формулы ф приписано некоторое зна¬ 
чение, являющееся элементом М . Тогда формула стано¬ 
вится либо истинной, либо ложной. Мы не будем точно 
описывать правила, по которым это происходит, надеясь, 
что смысл знаков Д, Ѵ> _ Ь =^> V и 3 ясен из их назва¬ 
ний. Приведем несколько примеров. Формула 

3 хѴу (к (у) = х) 

не имеет параметров и будет истинной в том случае, если 
функция, обозначаемая символом к , является постоянной 
на М. (Отметим, что при перестановке кванторов Зх и 
Ѵу эта формула превращается в тождественно истин¬ 
ную.) Формула 

Зх(к(х) = у) 

имеет один параметр у и будет истинпой при данном его 
значении тогда и только тогда, когда это значение входит 
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в область значеппй фупкцпи к. Формула 

ЗхЪу {(к (х) =к (у)) А К! (*, У) = У)) 

не имеет параметров и будет истинной в том случае, если 
система 

к(х)=к(у), /(я, у)^у 

имеет решения, т. е. существуют такие х 0і у 0 е М у что 
значение сопоставленной с символом к функции на х 0 
равно значению сопоставленной с символом к функции 
на г/о, а значение сопоставленной с символом / функции 
на паре (лг 0 , уо) не равно у 0 . 

Наши правила построения формул допускают, в част¬ 
ности, и формулы вида ѴІ-4, где ^ не является парамет¬ 
ром А. Например, можно построить формулу 

Ѵ*(/ (У) =§(у)) г 

в которой х не входит в выражение под квантором, или 
формулу 

ѴхЭх(/ (х) = у), 

где х хотя и входит в Л, но не является ее параметром. 
Будем считать, что формулы 3 \А и у которых 

| не является параметром А , имеют тот же смысл, что и 
исходная формула А. 

Итак, мы имеем две интерпретации нашего языка — 
исходную, действительную (с носителем К) , и новую, 
гипердействительную (с носителем *К). Обобщением тре¬ 
бования одновременной разрешимости систем уравнений 
и неравенств является следующий принцип, называемый 
принципом переноса или принципом Лейбница . 

Пусть ф — формула без параметров . Тогда она одно¬ 
временно истинна или ложна в К и 

Легко понять, что этот принцип действительно являет¬ 
ся обобщением нашего старого требования. В самом деле, 
для каждой системы уравнений и неравенств легко напи¬ 
сать формулу, утверждающую (при действительной или 
гипердействительпой интерпретации), что система (или 
ее гипердействительный аналог) имеет решения. Эта фор¬ 
мула имеет вид Зх г ,... Эа^ф, где х іу ..., х п — переменные, 
входящие в систему, а ф имеет вид (... ((ф х Д ф 2 ) А 
А фз) А ...), где каждая формула ф,- имеет вид (^ = $) 
или П (^ = 5 ) и соответствует одному из уравнений и не¬ 
равенств системы. 


5* 
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Можно доказать, что для нашего языка (включающего 
символы для всех функций) принцип переноса и требова¬ 
ние одновременной разрешимости систем уравнений и не¬ 
равенств равносильны. Тем не менее принцип переноса 
зачастую удобнее применять. Продемонстрируем это на 
нескольких примерах. 

Мы доказывали, что если множества нулей функций 
с именами / и § совпадают, то и множества нулей функ¬ 
ций */ и совпадают. Теперь для этого достаточно запи¬ 
сать утверждение о совпадении множеств нулей в виде 
формулы: 

V X (((/ (*) = 0) => (* (х) = 0)) Л ((* (X) = 0) =*■ (/ (*) = 0))). 

Еще пример. Мы доказывали эквивалентность стан¬ 
дартного и нестандартного определений непрерывности 
в точке х функции /, определенной на множестве М. 
Теперь это можно сделать так. Пусть / непрерывна со¬ 
гласно стандартному определению, х <= М и бесконечно 
близко к х . Докажем, что I */(&') — і(х) і меньше любого 
стандартного е > 0. Выберем (стандартное) б > 0, для ко¬ 
торого формула і 

Ѵу{((уе=М) Д (\у — х\<Ь))=>{\}(у) — І(х)\< г)) 

истинна на множестве действительных чисел. Тогда она 
истинна и в и, подставляя х вместо г/, получаем тре¬ 
буемое. (Отметим две детали. Во-первых, обратите внима¬ 
ние, что эта формула не имеет параметров: ж, е и б — 
не переменные, а символы, изображающие соответствую¬ 
щие действительные числа. Во-вторых, при написании 
формулы мы употребили ряд сокращений. Вместо у & М 
следовало написать т(е/) = 0, где т — функция, множест¬ 
вом нулей которой служит Л/, записи типа І а — Ъ\<с 
следует расшифровать как огсі(<2(а, 6), с)=0, где огсі — 
обозначение для функции двух переменных, для которой 
огсі ( х , у) = 0 х < у, а — обозначение для функции, 
для которой д,{х , у)*=* \х — у\, и т. и.) 

Обратно, пусть / не является непрерывной. Тогда най¬ 
дется такое е > 0, что формула 

Ѵ6((6>0)=^3»((|іг-*|<б)А(|/(іг)-/(х)|> е ))) 

будет истинной в К. Тогда она будет истинной и в 
(принцип переноса), и, взяв бесконечно малое положи¬ 
тельное б, мы па идем соответствующее ему гипердействи¬ 
тельное у . Это у будет бесконечно близко к а 
Н х ). I ^ е и, следовательно, /(ж), 
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Из этого примера видно, что использование принципа 
переноса позволяет сделать многие рассуждения короче 
(в основном потому, что отпадает необходимость пере¬ 
ходить от истинности утверждения типа ѴяЗуф(я, у) 
к функции, дающей по х такое у, что у)). 

Прежде чем идти дальше, ответим на вопрос, который, 
возможно, уже возник у читателя. Принцип переноса 
утверждает, что гипердействительные числа обладают те¬ 
ми же самыми свойствами, что и стандартные действи¬ 
тельные числа. Но стандартные числа удовлетворяют ак¬ 
сиоме Архимеда, а гипердействительные не удовлетворя¬ 
ют. Не противоречит ли это принципу переноса? 

Вот что пишет по этому поводу Мартин Девис на 
с. 26 «Прикладного нестандартного анализа» [3]: «Лейб¬ 
ниц постулировал существование системы чисел, имеющей 
то же свойства, что и обычные числа, но содержащей от¬ 
личные от нуля бесконечно малые... Однако позиция 
Лейбница кажется очевидно абсурдной. Обычные действи¬ 
тельные числа, конечно же, имеют по крайней мере одно 
свойство, которым не обладает желаемое Лейбницем рас¬ 
ширение. А именно: среди действительных чисел пет бес¬ 
конечно малых. 

Парадокс устраняется точным выбором формального 
языка в терминах современной логики (столь же жестко 
определенного, как и языки программирования для ЭВМ). 
Таким образом, принцип Лейбница уточняется: сущест¬ 
вует расширение действительных чисел, содержащее бес¬ 
конечно малые элементы и имеющее те же свойства, что 
и действительные числа, поскольку эти свойства могут 
быть выражены в формальном языке. Отсюда заключаем, 
что свойство быть бесконечно малым не может быть вы¬ 
ражено указанным способом». 

В самом деле, попробуем записать аксиому Архимеда 
на нашем языке. Хочется написать что-то вроде 

Ѵе((е>0)=^ 

((е > 1) V ( е + 8 > 1) V ( 8 + е + е > 1) V і • •))« 

по, разумеется, каждая формула обязана иметь конечную 
длину (и не содержать многоточий!). Можно попытаться 
записать аксиому Архимеда в форме «для всякого числа 
существует большее его натуральное»: 

ѴхЭу ((*еМ) Л (*<*)) 

(как всегда, у €= ВМ и х < у — сокращения} например, 
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І/еМ надо понимать как п(у) = 0, где п — функциональ¬ 
ный символ, которому соответствует функция, принимаю¬ 
щая значение 0 в натуральных числах, и только в них). 
Эта формула является формальным аналогом аксиомы Ар¬ 
химеда и, разумеется, истинна в К. Следовательно, она 
истинна и в *К (принцип переноса). Это не противо¬ 
речит тому, что поле не является архимедовым, по¬ 
скольку при интерпретации в К эта формула означает 
лишь, что для всякого гииерденствительного числа суще¬ 
ствует большее его гипернатуральное число. Поэтому — 
как и следовало ожидать — никакого противоречия 
здесь нет. 

Мы увидели, что дает математическая логика при ис¬ 
пользовании гипердействительных чисел. Сейчас мы рас¬ 
смотрим вопрос о построении системы гипердействитель¬ 
ных чисел с помощью методов математической логики. 
Оказывается, что существование системы гипердействи¬ 
тельных чисел, удовлетворяющей нашим требованиям, 
является простым следствием одной из основных теорем 
математической логики — теоремы компактности Маль¬ 
цева. 

Прежде чем формулировать эту теорему, введем не¬ 
которые основные для математической логики понятия 
(языка, терма, формулы, интерпретации языка) в чуть 
более общей ситуации, чем имевшаяся у нас ранее. Эта 
общпость будет полезна нам и впоследствии, при обсуж¬ 
дении нестандартной топологии. 

Пусть фиксирован набор символов ІР , (?, ..элемен¬ 
ты которого мы будем называть предикатными символами , 
и набор {/, ...}, элементы которого будем называть 

функциональными символами. Пусть каждому предикат¬ 
ному и каждому функциональному символу поставлено 
в соответствие некоторое натуральное число, называемое 
числом аргументов , или валентностью , соответствующего 
символа. В таком случае говорят, что задан некоторый 
язык (точпее, односортный язык первого порядка). До сих 
пор мы рассматривали язык, в котором для каждой функ¬ 
ции с действительными аргументами и значениями мы 
имели функциональный символ с соответствующим числом 
аргументов; предикатных символов у нас не было. 

Определим теперь понятие формулы данного языка. 
Прежде чем давать формальное определение, приведем 
несколько примеров формул. Пусть язык содержит пре¬ 
дикатные символы Р, В с числом аргументов 0, 1, 2 
соответственно и функциональные спмволы /, Н также 
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с числом аргументов 0, 1, 2 соответственно. Тогда форму¬ 
лами этого языка будут, например, такие знакосочетания: 

Ѵх (ф (х)=^Я (х, х)) г 
(ЗуЯ ( х , у) =>- (() (г) Д (? (к>)))* 

Ѵх(і = §{х)), 

Э х(к(х, у) = к{к(х, х), §{у))) ( 

(Э хВ. {х, х) Д Р). 

(Вторая из этих формул, например, читается так: «если 
существует такое у , что имеет место К от х , г/, то имеют 
место (? от г и от ю ».) 

Если этих примеров окажется достаточно, чтобы соз¬ 
дать яспое представление о понятии формулы, то после¬ 
дующее точное определение этого понятия можно смело 
пропустить. Тем не менее дадим его. Выберем и зафикси¬ 
руем бесконечную последовательность символов, называе¬ 
мых переменными. Пусть это будут, например, символы 
х, у, г, к, к, іѵ, Хі, ... Определение терма дается, по суще¬ 
ству, так же, как и раньше. Именно: 

(Т1) любая переменная и любой функциональный 
символ с нулем аргументов суть термы; 

(Т2) если термы і 1у ..., і п уже построены, а 5 — функ¬ 
циональный символ с т аргументами, то выражение 
$■ (Л, • ■ $т) есть терм. 

Термами называют те и только те выражения, которые 
можно получить путем многократного применения правил 
(Т1) и (Т2). Например, при принятых выше соглашениях 
о валентностях символов /, к выражения 

х, /, §(х), к(х, у), к(к{х, х), ё(у)) 

являются термами. Определим теперь понятие формулы 
следующим образом: 

(Ф1) если і и 5 —термы, то (і = $) — формула; 

(Ф2) если $і у ..., іт — термы, а Р — предикатный сим¬ 
вол с т аргументами, то Р(і і7 .. іт)-~ формула; если 
Р — предикатный символ с нулем аргументов, то Р — 
формула; 

(ФЗ) если Р и ~ формулы, то ^~\Р, (Р Д (?), (Р V (?)’, 
(Р => ()) (читается: «не Р », «Р и ()» 7 «Р или <?», «если Р, 
то (?») — формулы; 

(Ф4) если Р—формула, а ^ — переменная, то Ѵ|Р и 
ЗЕ^ (читается: «для всех Е верно Р» и «существует та¬ 
кое Е, что Р»}— формулы. 
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Формулами называются те и только те выражения, ко¬ 
торые можно получить путем многократного применения 
правил (Ф1) — (Ф4). Читатель легко убедится, что при¬ 
веденные определения термов и формул представляют со¬ 
бой обобщения имевшихся у пас ранее определений на 
случаи произвольного языка. 

Итак, понятие формулы определено. Теперь мы хотим 
обсудить, какой смысл придается формулам. Для этого 
нужно прежде всего придать смысл входящим в них пре¬ 
дикатным п функциональным символам. Именпо: каждо¬ 
му предикатному символу с числом аргументов т нужно 
поставить в соответствие т-местный предикат, принимаю¬ 
щий значения «истина» и «ложь», а каждому функцио¬ 
нальному символу с числом аргументов т — некоторую 
т-местную функцию. (Все эти предикаты и функции 
должны, конечно, быть заданы на одном и том же мно¬ 
жестве, а зпачения функций должны принадлежать тому 
же множеству.) Если это сделано, то говорят, что задана 
интерпретация языка. Точнее, пусть имеется некоторый 
язык Ь с предикатными символами {Р, (), ...} и функцио¬ 
нальными символами {/, § у Определить интерпрета¬ 
цию языка Ь означает: 

1) выбрать некоторое множество М —носитель интер¬ 
претации; 

2) с каждым предикатным символом Р валентности тп 
сопоставить некоторый т-местный предикат, т. е. некото¬ 
рую функцию Р, аргументами которой являются кортежи 
(т. е. конечные последовательности) из тп элементов мно¬ 
жества М, а значениями — символы И (истина) и 
Л (ложь): 

3) с каждым функциональным символом / валентно¬ 
сти к сопоставить некоторую функцию I, ставящую в со¬ 
ответствие любой А-элементной последовательности эле¬ 
ментов М некоторый элемент М. (В этом определении 
числа тп и к могут быть равны нулю; функциональным 
символам с нулем аргументов при интерпретации должны 
соответствовать элементы М у а предикатным — символы 
И и Л.) 

Чтобы окончательно определить смысл формул, падо 
объяснить смысл других входящих в них знаков. Как пра¬ 
вило, смысл их ясен из их названий. Мы ограничимся 
тем, что приведем несколько примеров. 

Если а — константа (нульместный функциональный 
символ), а ($ —-одноместный предикатный символ, то фор¬ 
мула 0{а\ будет истинной в том и только том случае, 
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когда элемент а множества Л/, сопоставленный с симво¬ 
лом а , обладает свойством (}, сопоставленным с симво¬ 
лом (?, т. е. когда ($(а) = И. 

Если х — переменная, то вопрос об истинпости форму¬ 
лы ()( х ) приобретает смысл лишь после фиксации значе¬ 
ния переменной х. Точнее, пусть в данной интерпретации 
с носптелем М символу () соответствует функция с об¬ 
ластью определения М и значениями И и Л; тогда истин¬ 
ность формулы (2(х ) (в этой интерпретации) будет зави¬ 
сеть от того, какой элемент х а ^ М взят в качестве значе¬ 
ния переменной х . Именно: ( 1{х ) будет истинной при 
х = Хц тогда и только тогда, когда ( }(х й ) = И. 

Аналогично истинпость формулы к{х у х)~ х), 

8(у)) зависит не только от выбранной интерпретации, но 
и от зпаченнй переменных хи у. Эта формула будет ис¬ 
тинна при х = х-о и у = Уо, если элементы х 0 е М и у и е Л/ 
таковы, что Ь(я„, х 0 ) = Ь(Ь(ж 0 , ^ 0 ), ё(Уо)). 

Рассмотрим теперь формулу :3#$(я). Ее истинность 
уже пе зависит от значения х, а полностью определяется 
выбором интерпретации. Имеппо: эта формула истинна 
в данной интерпретации тогда и только тогда, когда 
функция (} принимает значение И хотя бы па одном эле¬ 
менте М. 

Истинность формулы 

За: (к {х, у) = к (к {х х х), § (у))) 

также не зависнт от значения переменной х. Ее истин¬ 
ность полностью определяется выбором интерпретации 
н значения переменной у. 

Формальное определение истинности проводится по 
уже упоминавшейся схеме. Мы вводим понятие «пара¬ 
метра формулы» (переменной, от значения которой мо¬ 
жет зависеть истинность формулы) и определяем истин¬ 
ность формулы при данных значениях ее параметров. 
Формулы, пе содержащие парахчетров, называются за - 
крытыми формулами , или суждениями . Как только мы 
фиксировали какую-то интерпретацию языка, все закры¬ 
тые формулы превращаются в истинные илы ложные 
высказывания. 

С помощью введенной терминологии можно описать 
ситуацию следующим образом. Мы рассматриваем язык, 
содержащий функциональные символы для каждой функ¬ 
ции с действительными аргументами и значениями. Обо¬ 
значим этот язык КЬ. Язык КЬ имеет две интерпрета¬ 
ции — действительную и гипердействительпую, В дейст- 
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вительной интерпретации каждому функциональному 
символу поставлена в соответствие функция с действи¬ 
тельными аргументами и значениями, в гипердействи¬ 
тельной интерпретации — ее гипер действительный аналог. 

Принцип переноса теперь можно сформулировать так: 
в действительной и гипердействительных интерпретациях 
истинны одни и те же закрытые формулы языка ИЬ. 
В логике есть специальное наименование для такой си¬ 
туации: две интерпретации некоторого языка, в кото¬ 
рых истинны одни и те же закрытые формулы, назы¬ 
ваются элементарно эквивалентными. 

Используя эту терминологию, задачу построения си¬ 
стемы гипердействительпых чисел можно сформулировать 
так: нужно построитъ интерпретацию языка КЬ, эле¬ 
ментарно эквивалентную стандартной действительной 
интерпретации, но содержащую бесконечно малые, от¬ 
личные от нуля. 

Убедимся, что нам нужно именно это. В самом деле, 
пусть имеется такая интерпретация и М — ее носитель. 
В нашем языке имеются символы, изображающие все 
действительные функции действительных аргументов. 
В частности, для каждого действительного числа (нуль- 
местной функции) имеется константа, его изображаю¬ 
щая. Этой константе при интерпретации соответствует не¬ 
который элемент множества М . Если с и й — константы 
для разных действительных чисел, то им соответствуют 
разные элементы Ж, иначе формула (с = й) была бы 
ложной в стандартной интерпретации и истинной в на¬ 
шей. Отождествляя каждое действительное число с соот¬ 
ветствующим элементом Ж, можно считать, что К явля¬ 
ется подмножеством Ж. Нужно проверить также, что 
функции на Ж, сопоставленные с каждым функциональ¬ 
ным символом языка КЬ, становятся при этом продолже¬ 
ниями соответствующих функций на К. Пусть /—функ¬ 
циональный символ с п аргументами, а с и ..с„ — кон¬ 
станты, обозначающие п действительных чисел. Тогда 
формула /(Сі, с п ) = й будет истинной в стандартной 
интерпретации, если й — константа, обозначающая зна¬ 
чение / на числах с и ..., с п (точнее, значение функции, 
обозначенной символом /, на числах, обозначенных сим¬ 
волами с и .. с п ). В соответствии с принципом переноса 
эта формула будет истинна в интерпретации с носите¬ 
лем Ж. Поэтому значение функции с аргументами и 
значениями в Ж, соответствующей символу /, на эле¬ 
ментах Ж, обозначенных символами с и .. с П1 равно 
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элементу, обозначаемому символом й. Это и означает, 
что функции на М являются продолжениями соответству¬ 
ющих функций на К. 

Посмотрим теперь, что может дать математическая 
логика для построения интерпретации языка КЬ, элемен¬ 
тарно эквивалентной стандартной. Прежде чем ответить 
на этот вопрос, введем предварительно несколько поня¬ 
тий. Пусть фиксирован некоторый язык Ь. Пусть Т — 
некоторое множество закрытых формул этого языка. 
Будем говорить, что интерпретация & языка Ь является 
моделью Т, если все формулы из Т истинны в Возь¬ 
мем в качестве Ь рассмотренный выше язык КЬ (с сим¬ 
волами для всех функций на К), в качестве Т — мно¬ 
жество Тг всех закрытых формул этого языка, истин¬ 
ных в стандартной его интерпретации. Тогда, в соответ¬ 
ствии с нашим определением, стандартная интерпретация, 
так же как и любая система гипердействительных чисел,, 
будет моделью для Тг. 

Покажем, что в любой модели для Тг все закрытые 
формулы языка КЬ, не входящие в Тг, будут ложны. 
В самом деле, если ср — закрытая формула, не входящая 
в Тг, то ф ложна в стандартной интерпретации. Тогда 
формула ”]ф, отрицание формулы ф, истинна в ней и, 
следовательно, входит в Тг. Значит, ~]ф истинна в лю¬ 
бой модели множества Тг, а ф ложна в любой модели 
множества Тг. Таким образом, в любой модели мно¬ 
жества Тг истинны те и только те формулы, которые 
истинны в стандартной модели. Доказанное можно сфор¬ 
мулировать так: если Т — множество закрытых формул, 
истинных в некоторой интерпретации языка КЬ, то 
свойства Тг с: Г и Тг = Т равносильны. Теперь .задачу 
отыскания системы гипердействительных чисел можно 
сформулировать так: найти модель множества Тг, кото¬ 
рая, рассматриваемая как упорядоченное поле, не удов¬ 
летворяет аксиоме Архимеда. 

Прежде чем заняться этой задачей вплотную, введем 
еще один термин, относящийся к произвольному язы¬ 
ку Ь и произвольному множеству Т закрытых формул 
языка Ь. Назовем множество Т совместным , если сущест¬ 
вует его модель, т. е. если существует интерпретация 
языка Ь, в которой истинны все формулы из Т. Теперь 
все готово для того, чтобы сформулировать теорему ком¬ 
пактности Мальцева, уже упоминавшуюся выше.. 

Теорема компактности. Пусть имеется произ¬ 
вольный язык Ь и произвольное множество Т закрытых 
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формул этого языка . Пустъ каждое конечное подмножест¬ 
во Т і множества Т совместно . Тогда и все множество Т 
совместно . 

Эта теорема показывает, что для построения модели 
множества Т достаточно уметь строить модели всех ко¬ 
нечных подмножеств множества Г. (Обратное очевидно, 
так как модель множества является и моделью всех его 
конечных подмножеств.) Доказательство этой теоремы 
мы обсудим позже, а пока продемонстрируем, как с ее 
помощью может быть получена система гипердействи¬ 
тельных чисел. 

Прежде всего, добавим к нашему языку КЪ (содер¬ 
жащему функциональные символы для всех фупкций на 
множестве К) еще один яульместыый фупкциопальный 
символ с (отличный от всех других символов). Полу¬ 
чается новый, расширенный язык ВЬ Й . Чтобы задать 
интерпретацию нашего языка ВЬ С , нужно взять произ¬ 
вольную интерпретацию языка ВЬ, выбрать в ее носителе 
какой-то элемент и объявить его значением добавленного 
символа с. Наоборот, если мы имеем какую-то интерпре¬ 
тацию языка ВЬ С , то из нее тривиальным образом по¬ 
лучается интерпретация языка ВЬ —нужно просто забыть 
о символе с и о том, какой элемент ему соответствует. 
Рассмотрим теперь некоторое множество закрытых фор¬ 
мул Т с нового языка. Оно будет содержать, во-первых, 
все элементы Тг, т. е. все закрытые формулы языка ВЬ, 
истинные в его стандартной интерпретации, и, кроме 
того, счетное множество формул вида 

О (с, 0) = 0, С(с, Т) = 0, С (с, 2) = 0, ... 

где О — двуместный функциональный символ, обозначаю¬ 
щий функцию, для которой С(х, у) = 0 <=> х> у, а 0, 1, 

2,...— нульместные функциональные символы языка ВЬ, 
соответствующие действительным числам 0, 1, 2, ... Нам 
достаточно доказать, что это множество ( Т с ) имеет мо¬ 
дель. В самом деле, если есть такая модель, то, забыв о 
символе с, мы получим интерпретацию языка ВЬ (не 
включающего символ с), являющуюся моделью множества 
Тг. Эта модель (как упорядоченное поле) будет неархп- 
медовой: ее элемент, соответствующий символу с, будет 
бесконечно большим. 

Итак, осталось доказать совместность множества Т с . 
Для этого согласно теореме компактности достаточно до¬ 
казать совместность любого конечного подмножества 
множества 2\. Это будет сделапо, если мы покажем 



совместность семейства 


Г в (л)«ТгіНС(с, 0) = 0.С(с, л)*«0> 

при любом п , так как любое конечное подсемейство се¬ 
мейства Т с содержится в некотором Т с (п) при достаточ¬ 
но большом тг. Чтобы доказать совместность семейства 
Т е (п)і нужно построить его модель. Это очень просто: 
возьмем стандартную интерпретацию языка КЬ и рас¬ 
ширим ее до интерпретации языка НЬ С , считая, что с 
интерпретируется как число п+ 1. Очевидно, что все 
формулы семейства Т с {п) будут истинны в этой интер¬ 
претации. Тем самым мы доказали совместность семейст¬ 
ва Т с (п) при любом п; отсюда по теореме компактности 
получается совместность семейства Т с \ модель этого се¬ 
мейства, как мы видели, превращается в искомую систе¬ 
му гипердействительных чисел, как только мы забу¬ 
дем о с. 

Приведенное рассуждение весьма просто; таким об¬ 
разом, основная трудность в построении системы гипер¬ 
действительных чисел содержится в теореме компактно¬ 
сти. Обсудим теперь, каким образом эту теорему можно 
доказать. Существуют (по крайней мере) два способа ее 
доказательства. Один из них аналогичен описанному вы¬ 
ше способу построения системы гипердействительных 
чисел с помощью классов эквивалентных последователь¬ 
ностей. Мы не будем подробно говорить о нем. Другой 
метод (пожалуй, более естественный) состоит в приме¬ 
нении одной из центральных теорем логики — теоремы 
Гёделя — Мальцева о полноте. К сожалению, точная 
формулировка этой теоремы далеко выходит за рамки 
настоящего изложения, поэтому мы вынуждены ограни¬ 
читься в этом месте неформальными комментариями. 

Если пытаться описать смысл теоремы Гёделя — 
Мальцева о полноте в одной фразе, можно сказать 
так: эта теорема дает синтаксический критерий сов¬ 
местности множества формул. Критерий этот таков. 
Определяется понятие выводимости дайной формулы ф 
из данного множества формул Т . Мы не можем дать 
здесь точного определения этого понятия, так как оно 
довольно громоздко. Скажем лишь, что выводимость ф 
из Т означает, что существует последовательность фор¬ 
мул, каждая из которых принадлежит либо Г, либо за¬ 
ранее фиксированному множеству (элементы которого 
называются аксиомами), либо получается из предыду¬ 
щих членов последовательности по определенным прави- 
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лам (эти правила называются правилами вывода}, при¬ 
чем последней формулой этой последовательности являет¬ 
ся формула ф. Последовательность формул, обладающая 
описанными свойствами, называется выводом формулы ф 
из множества формул Г. Таким образом, выводимость ф 
из Т означает, что существует вывод формулы ф из Т. 
Уже из этого описания становится ясным такое свойство 
выводимости: если формула ф выводится из некоторого 
множества Г, то в этом выводе используется лишь ко¬ 
нечное число формул из Т . Точнее, справедливо такое 
утверждение: если формула ф выводится из множества 
Г, то существует такое конечное подмножество Т' сп Г, 
что формула ф выводится из множества Т' . Наконец, 
назовем множество формул противоречивым , если из него 
выводится одновременно некоторая формула ф и ее от¬ 
рицание ~|ф. Теперь все готово для формулировки тео¬ 
ремы Гёделя (точнее, теоремы Гёделя — Мальцева) 
о полноте. 

Теорема. Пустъ Ь — произвольный язык (полностью 
следовало бы сказать: односортный язык первого по¬ 
рядка, но у нас других и не было), Т — множество за¬ 
крытых формул этого языка. Тогда следующие свойства 
равносильны: а) Т совместно , б) Т непротиворечиво , 

Эта теорема позволяет заменить семантическое (т. е. 
апеллирующее к интерпретациям) свойство совместности 
на синтаксическое (рассматривающее формулы только 
как знакосочетания, в отрыве от их смысла) свойство 
непротиворечивости. Из нее легко вытекает теорема 
компактности. В самом деле, раз совместность совпадает 
с непротиворечивостью, нужно доказать лишь, что если 
всякое конечное подмножество данного множества закры¬ 
тых формул непротиворечиво, то и все множество не¬ 
противоречиво. Другими словами, нужно доказать, что 
если данное множество Т противоречиво, то противоре¬ 
чиво и некоторое его конечное подмножество. А это 
следует из упоминавшегося выше свойства отношения 
выводимости. Ведь если из множества Т выводятся фор¬ 
мулы ф и то (по отмечавшемуся свойству выводи¬ 
мости) найдутся такие конечные подмножества Т ѵ и Т 2 
множества Г, что из Т і выводится ф, а из Г 2 выводится 
Пф* Тогда из конечного множества Т^Т 2 выводятся 
как ф, так и 'Дф, и, следовательно, оно противоречиво. 

Таким образом, теорема компактности легко вытека¬ 
ет из теоремы Гёделя — Мальцева о полноте. (Мы назы¬ 
ваем теорему о полноте теоремой Гёделя —- Мальцева, 
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а не просто теоремой Гёделя, как это часто делается, 
так как интересующий нас вариант был впервые доказан 
А. И. Мальцевым; Гёдель доказал равносильность совмест¬ 
ности и непротиворечивости лишь для языков со счетным 
множеством предикатных и функциональных символов.) 
Таким образом, основная трудность в построении гипер¬ 
действительных чисел заключена именно в доказатель¬ 
стве теоремы о полноте. 

К сожалению, подробное обсуждение понятия выво¬ 
димости далеко выходит за рамки нашего изложения, 
и мы вынуждены ограничиться уже сказанным. 

Математическая логика позволяет также прояснить 
вопрос о неединственности гипердействительного рас¬ 
ширения множества действительных чисел. Оказывается, 
что можно построить систему гипердействительных чисел 
(т. е. интерпретацию языка НЬ, элементарно эвкивалент- 
ную стандартной), имеющую сколь угодно большую 
мощность. Тем самым не единственно. Но это не 

так страшно, так как все интерпретации языка КЬ, 
элементарно эквивалентные стандартной, элементарно 
эквивалентны друг другу. Поэтому они, хотя и не оди¬ 
наковы, в некотором смысле «неотличимы». 


§ 11. «НЕСТАНДАРТНЫЙ АНАЛИЗ» 

ИЛИ «НЕСТАНДАРТНАЯ МАТЕМАТИКА»? 

(ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРИМЕРЫ) 

Термин «нестандартный анализ» может употреблять¬ 
ся в двух смыслах — узком и широком. До сих пор мы 
говорили о нестандартном анализе в узком смысле, по¬ 
нимая под этим сравнительное исследование системы К 
действительных чисел и системы *К гипердействитель¬ 
ных чисел (точнее, любой из систем *К). В результате 
такого сравнения мы не только (и, быть может, не столь¬ 
ко) получаем сведения о свойствах *К, но и получаем 
сведения о свойствах обычной действительной прямой К. 
Возникает желание распространить этот метод на более 
широкую область. Где можно ожидать пользы от такого 
распространения? Вероятно, там, где идет речь о чем-то 
бесконечно малом или бесконечно большом, т. е. в то¬ 
пологии, теории дифференциальных уравнений, механике 
и т. п. В топологии, например, хотелось бы распростра¬ 
нить те определения предельной точки и предела, ко¬ 
торые упоминались нами выше, на случай произвольно- 
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го топологического пространства. Ниже мы обсудим, 
можно ли это сделать, и если можно, то как. 

Напомним, что такое топологическое пространство 
(в обычном математическом смысле). Пусть задано не¬ 
которое множество X. Элементы этого множества будут 
называться точками , а само X — пространством . Пусть, 
помимо X, задано некоторое семейство множеств Г, эле¬ 
менты которого являются подмножествами X. Пусть се¬ 
мейство Т обладает такими свойствами: 

(а) объединение любого числа множеств из Т при¬ 
надлежит Т ; 

(б) пересечение любого конечного числа множеств из 
Т принадлежит Т\ 

(в) пустое множество 0 и все пространство X при¬ 
надлежат Т . 

В таком случае говорят, что на множестве X введена 
топология Т\ пару <Х, ТУ (или, более вольно, само X, 
лишь подразумевая присутствие Т) называют топологи¬ 
ческим пространством , а подмножества X, входящие в 
Т , — открытыми подмножествами топологического про¬ 
странства <Х, ТУ. 

Приведем несколько примеров топологических про¬ 
странств. 

1. Введем топологию на множестве К действитель¬ 
ных чисел. Назовем точку з:е!К внутренней точкой 
множества А с: К, если существует такое е > 0, что 
любая точка у , отстоящая от х менее чем на е (в том 
числе и сама точка х ), входит в А. Назовем множество 
А с: К открытым , если любая точка х этого множества 
является внутренней. Другими словами, множество А 
открыто, если для любой точки х&А найдется такое 
е > 0, что интервал (х— е, # + е) является подмножест¬ 
вом множества А . Легко проверить, что семейство всех 
открытых (в указанном смысле) подмножеств множест¬ 
ва Ій обладает свойствами (а) — (в) и, следовательно, 
является топологией на множестве К. Эта топология 
называется естественной топологией на Е. 

2. Аналогичным образом можно ввести топологию и 
на множестве всех точек плоскости. Именно: точка х 
называется внутренней точкой множества А, если най¬ 
дется такое е > 0, что круг с центром в точке х радиу¬ 
са е целиком входит в А. Множество А точек плоскости 
называется открытым , если всякая его точка является 
внутренней. Мы получаем топологию на плоскости, на¬ 
зываемую естественной топологией ,, 
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3. Пусть X — произвольное множество. Можно ввести 
топологию на X, объявив все подмножества X откры¬ 
тыми. (Легко проверить, что при таком определении 
свойства (а) — (в) выполняются.) Такая топология назы¬ 
вается дискретной . 

4. Пусть X — произвольное множество. Можно вве¬ 
сти топологию на X, в которой будет всего два открытых 
множества — пустое множество и всё X. Свойства (а) — 
(в), очевидно, выполняются. Этот пример топологии про¬ 
тивоположен предыдущему — в предыдущем примере все 
множества были открытыми, а в этом открытыми объяв¬ 
ляются лишь те множества, которые нельзя не объявить 
таковыми (по свойству (в)). 

Попытаемся объяснить, каким образом понятие то¬ 
пологического пространства связано с интуитивной идеей 
«близости», «окрестности» и т. д. Попытаемся, например, 
придать точный смысл такому выражению: «для всех то¬ 
чек, достаточно близких к точке а, выполнено свойст¬ 
во Р». Пусть сначала под точками мы понимаем точки 
действительной прямой (т. е. действительные числа). 
В этом случае указанное "выражение можно уточнить сле¬ 
дующим образом: свойство Р выполнено для всех х у 
достаточно близких к а, тогда и только тогда, когда су¬ 
ществует такое е > 0, что свойство Р выполнено для 
всех х у для которых \х — а\ < г. Например, для всех х у 
достаточно близких к 1, выполнено такое свойство: 
0,99 < х г < 1,01 (чтобы проверить это, достаточно, напри¬ 
мер, взять е = 0,001). Другой пример: для всех х, доста¬ 
точно близких к л, выполнено неравенство созх^ 
^ -0,999. 

Возникает естественная задача: перенести это уточ¬ 
нение с прямой на другие топологические пространства, 
например, придать точный 

смысл такому интуитив- ^ г / 

но ясному утверждению: -У"— 

если луч АВ пересекает В 

прямую то для всякой / 

точки В', достаточно близ¬ 
кой к В, луч АВ' также Рис. 15 

будет пересекать прямую I . 

Придать смысл выражению «для всех достаточно близ¬ 
ких» оказывается возможным следующим образом. Пусть 
на множестве X введена топология У, превращающая 
его в топологическое пространство. Пусть Р — некоторое 
свойство, которым могут обладать или не обладать точ- 
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ки X; пусть а — точка пространства X . Будем говорить, 
что свойство Р выполнено для всех достаточно близких 
к а точек пространства X, если существует открытое 
(т. е. принадлежащее семейству Т) множество О с= X, 
содержащее точку а , для всех точек которого выполнено 
свойство Р. Легко проверить, что если в качестве X взя¬ 
то множество К действительных чисел, а в качестве Т — 
естественная топология на нем, описанная в примере 1, 
то приведенное только что определение равносильно 
имевшемуся ранее. Сформулированное выше утверждение 
о лучах может теперь быть уточнено следующим обра¬ 
зом: «если луч АВ пересекает прямую то существует 
открытое множество, содержащее точку В , для любой 
точки В' которого луч АВ Г пересекает прямую I». 

Приведем еще несколько примеров, показывающих, 
каким образом различные понятия переносятся с дейст¬ 
вительной прямой на произвольные топологические про¬ 
странства. Дадим определения предела и предельной 
точки последовательности точек топологического про¬ 
странства А^. Пусть х 0 , последовательность точек 

топологического пространства X, а —некоторая его точ¬ 
ка. Говорят, что а есть предел последовательности # 0 , 
Хі, ..если любое открытое множество, содержащее а, 
содержит все члены этой последовательности, за исклю¬ 
чением конечного числа. Говорят, что а есть предель¬ 
ная точка последовательности х й , х ь ..если лю¬ 
бое открытое множество, содержащее а, содержит беско¬ 


нечно много членов этой последовательности. 

Важный класс топологических пространств составля¬ 
ют хаусдорфовы пространства. Пространство X называ¬ 
ется хаусдорфовым, если 
для любых различных то¬ 
чек х и у существуют не- 
пересекающиеся открытые 
множества V и Б, содер¬ 
жащие х и у (соответ¬ 
ственно). Легко проверить, 
р ис что пространства приме¬ 

ров 1—3 хаусдорфовы, 
в то время как пространство примера 4 не хаусдорфово 
(если в X содержится более одного элемента). Большин¬ 




ство пространств, встречающихся в математической прак¬ 
тике (а также в ее приложениях, в том числе военных,— 
см. [4], гл. 9, п. 3), оказываются хаусдорфовыми; таковы, 
в частности, все так называемые метризуемые простран- 
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ства. В нехаусдорфовых пространствах могут возникать 
неожиданные явления: например, одна и та же последо¬ 
вательность может иметь два разных предела. Хаусдор- 
фовы пространства нередко называются также отде¬ 
лимыми. 

Познакомившись с несколькими образцами понятий 
топологии, обсудим, каким образом можно применить 
методы нестандартного анализа к топологическим про¬ 
странствам. На первый взгляд эта задача кажется весь¬ 
ма трудной. Раньше (в К и его расширениях) в опре¬ 
делениях бесконечно малых участвовало сложение; в про¬ 
извольном топологическом пространстве никакого сложе¬ 
ния, разумеется, нет. Как же определять бесконечную 
близость? 

Мы сейчас попробуем описать в общих чертах схему 
применения методов нестандартного анализа к произ¬ 
вольным топологическим пространствам. 

Пусть А — произвольное множество. Элементы его мы 
будем, следуя М. Девису [3], называть индивидами. Бу¬ 
дем считать, что индивиды сами не являются множест¬ 
вами. (Это не очень существенно — ценой некоторого 
усложнения последующих конструкций можно было бы 
обойтись без этого требования, но удобно.) Рассмотрим 
теперь всевозможные множества, которые можно по¬ 
строить, отправляясь от элементов А , за конечное число 
шагов. Прежде чем уточнять сказанное, приведем не¬ 
сколько примеров таких множеств. Прежде всего, это 
всевозможные множества индивидов, т. е. всевозможные 
подмножества множества А. Множество всех таких под¬ 
множеств обозначается 1Р(А). На следующем шаге мы 
можем рассматривать множества, элементами которых 
являются (наряду с индивидами) и множества индиви¬ 
дов, т. е. подмножества А\ПР(А) Щ Эти множества снова 
можно использовать в качестве элементов в дальнейших 
построениях. 

Приведем теперь более точные формулировки. Опре¬ 
делим последовательность множеств Л 0 , А и А 2 , ... так: 
Л о = Л, А і+І = Аі ІЛ ЗР (Л{) . Мы получаем, очевидно, для 
каждого А возрастающую последовательность множеств 


А 0 а Аі сі 2 с ... 




ее объединение будем (также следуя М. Девису) назы¬ 
вать суперструптурой с индивидами А и обозначать его 
5(Л). Таким образом, над каждым множеством индиви¬ 
дов А возникает суиерструктура 5 (А). 


6 * 
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Поясним, зачем мы требовали, чтобы элементы А са¬ 
ми не являлись множествами. Это нужно для того, чтобы 
разные «уровни» нашей суперструктуры не смешивались* 
Например, если бы А, наряду с элементами а и &, со¬ 
держало (в качестве элемента!) множество {а , Ы, то А 
и !?(А) пересекались бы: множество {а, Ь } можно было 
бы рассматривать и как элемент А , и как множество 
элементов А, т. е. как элемент 3*(А). 

Теперь мы, помимо «стандартной» суперструктуры, 
описанной выше, построим ее «нестандартное» расшире¬ 
ние, в некотором смысле неотличимое от стандартной 
суперструктуры. Нужно объяснить только, в каком 
смысле оно неотличимо и в чем его нестандартность. 
Обсуждение нестандартности мы отложим, а пока зай¬ 
мемся неотличимостью. 

Неотличимость стандартной суперструктуры от не¬ 
стандартной будем, как и прежде, понимать в том смысле, 
что в них истинны одни и іе же закрытые формулы (су¬ 
ждения) некоторого языка. Осталось описать этот язык. 
Формулы этого языка будут строиться из констант (т. е. 
имен) для всех элементов суперструктуры 5(Л) и пе¬ 
ременных с помощью знаков е (символа принадлежно¬ 
сти) и = (знак равенства), логических знаков (конъюнк¬ 
ции, дизъюнкции, отрицания и т. п.) и кванторов (общ¬ 
ности и существования). Другими словами, этот язык 
содержит один-единственный двуместный предикатный 
символ «принадлежность» (для удобства чтения вместо 
У) будем писать, как это обычно делают, х&у) 
п большое число нульместных функциональных символов 
(это и будут константы)—столько, сколько элементов 
имеется ѣ суперструктуре 5(Л). Мы предполагаем, что 
фиксировано взаимно однозначое соответствие между 
функциональными символами и элементами суперструк¬ 
туры 8 (А). 

Этот язык имеет стандартную интерпретацию, в ко¬ 
торой носителем является 8(А), с нульместными функ¬ 
циональными символами сопоставляются соответствую¬ 
щие км элементы суперструктуры 8(А), а предикатному 
символу е соответствует обычное отношение принадлеж¬ 
ности, т. е. функция, ставящая в соответствие паре 

у е= 8(А) символ И, если х г/, и Л, если х Ф- у. 

Рассмотрим теперь произвольную (не обязательно 
стандартную) интерпретацию этого языка. Обозначим 
ее носитель через *5. На множестве имеется бинарное 
отношение, соответствующее предикатному символу Мы 



будем обозначать это отношение и писать х*^у, если 
пара <х, у> (здесь х,у&*8) находится в этом отношении, 
т. е. *е(я, у) = И. Кроме того, в *5 интерпретированы 
все функциональные символы языка (напомним, что все 
они нульместны); другими словами, с каждым элемен¬ 
том $^5(4) сопоставлен некоторый элемент множества 
*5. Элемент множества *5, соответствующий элементу 5 
из 5(4), будем обозначать *$. 

Мы требуем, чтобы для новой интерпретации был 
справедлив принцип переноса, т. ѳ. были истинны те 
же самые закрытые формулы рассматриваемого языка, 
что и в стандартной его интерпретации. Попробуем, 
зная это, прояснить устройство множества *5. С каждым 
элементом з^8(А) сопоставляется элемент *$е*5; мо¬ 
гут ли двум различным элементам и $ 2 е 5(4) быть 
поставлены в соответствие одинаковые элементы *5? 
Легко видеть, что нет. В самом деле, пусть с А и с 2 — 
константы (т. е. нульместные функциональные симво¬ 
лы), соответствующие элементам $і и $ 2 . Рассмотрим фор¬ 
мулу Сі = с 2 . В 5(4) эта формула ложна, так как ин¬ 
терпретацией константы Сі служит элемент $і, интерпре¬ 
тацией константы с г служит элемент $ 2 , а элементы $і 
и $ 2 различны. Значит, и в *5 эта формула будет ложна, 
т. е. интерпретации констант с х и с 2 в *5 — элементы 

и — будут различны. Таким образом, мы построи¬ 
ли взаимно однозначное соответствие между 5(4) и не¬ 
которым подмножеством множества *5. Элементы этого 
подмножества естественно назвать стандартными эле¬ 
ментами *5. Теперь становится ясным, что *5 можно 
считать расширением суперструктуры 5(4), отождествив 
5(4) с некоторой частью множества *5. 

Посмотрим на это отождествление более внимательно. 
Пусть а е 4 — некоторый индивид, а X сг 4 —некоторое 
множество индивидов. Тогда и а, и X являются элемента¬ 
ми суперструктуры 5(4). Им соответствуют некоторые 
элементы *а и *Х в ее нестандартном расширении *5. 
Находятся ли они в отношении * е ? Другими словами, 
верно ли в *5, что *а *Х? Легко понять, что это 
верно тогда и только тогда, когда а е X. В самом деле, 
пусть с а и с х — константы нашего языка, соответствую¬ 
щие а и X. Истинность суждения с а ^с х в стандартной 
суперструктуре означает, естественно, что а^Х; истин¬ 
ность этого же суждения в *5 означает, что *а *Х, 
Таким образом, при вложении суперструктуры 5(4) в *5 
сохраняется отношение принадлежности. 
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Каждому элементу У пз можно поставить в со¬ 
ответствие некоторое подмножество *$, именно подмно¬ 
жество тех х ^ *5, для которых в имеет место х У. 
Посмотрим, каким будет это множество для некоторых 
стандартных элементов из *8, Самый простой пример — 
пустое множество @&8(А). Ему соответствует стан¬ 
дартный элемент е и, далее, множество всех тех 
х е *5, для которых х* ^ *0. Легко понять, что это мно¬ 
жество пусто. В самом деле, в 8(А) истинна формула 

Ѵя (х е 0) 

(напомним, что V — квантор «для всех»,И — знак отри¬ 
цания). Эта формула в силу нашего предположения ис¬ 
тинна и в *5. Это значит, что для всех неверно, 

что х*<^*0, т. е. что интересующее нас множество 
пусто. 

Чуть более сложный пример. Пусть а и Ь — некото¬ 
рые индивиды, X = іа, Ы. Множество X является элемен¬ 
том суперструктуры 5 (-4) и, значит, с ним сопоставлен 
некоторый элемент *Х из *8. Какое подмножество в 
ему соответствует? Другими словами, для каких 
выполнено соотношение х *Х? Легко видеть, что это 
так при х = *а и х=^*Ъ. Но, быть может, есть и другие 
х е *5, при которых х *Х? Оказывается, что других 
нет. Чтобы понять это, рассмотрим формулу 

Ѵх(х^сх=^(х = с а ) V ( х = с ь))і 

в которой с х , с а и Съ суть константы, соответствующие 
элементам X, а , Ь суперструктуры 5(Л). Это формула 
истинна в 5(Л), так как X = {а, &}. Значит, она истин¬ 
на и в *5. Это означает, что любой элемент х е *5, для 
которого х*&*Х, равен либо *а, либо *Ь. Таким образом, 
элементу соответствует подмножество (*а, *&}. 

Будет ли так всегда? Сформулируем этот вопрос точ¬ 
нее. Рассмотрим произвольное множество Хсг Л. Ему 
соответствует элемент *Х е *5. Рассмотрим подмножество 
в *5, состоящее из всех тех х*^*8, для которых х*^*Х. 
Очевидно, это подмножество содержит все *а для все¬ 
возможных сеі. Может ли оно содержать что-нибудь 
еще? Легко видеть, что других стандартных элементов 
оно не содержит: ведь если бы *з*^*Х при некотором 
$е=5(Л), то (но принципу переноса) оказалось бы, что 
8&Х. Но, как мы увидим ниже, могут существовать 
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нестандартные элементы х , для которых х *Х. Возни¬ 
кающую ситуацию можно проиллюстрировать так: 

X *х 




Рис. 17 

Левый рисунок изображает ситуацию в стандартной су¬ 
перструктуре: множество X содержит элементы а, Ь, с, ... 
Справа изображена ситуация в *5. По-прежнему элемен¬ 
ты *а, *6, *с, ... находятся в отношении к элементу 
но помимо них могут появиться новые нестандарт¬ 
ные элементы, также находящиеся в отношении к эле¬ 
менту *Х . 

Подобный эффект может возникнуть (и, как правило, 
возникает) и на более высоких уровнях. Напомним, что 
через 9* (А) мы обозначали семейство всех множеств 
индивидов. Множество 9*{А) (как и любой элемент 
5(Л)) имеет аналог *9*{А) в *8; для всякого Х^9*(А) 
элемент *Х находится в отношении с *9*(А); однако 
могут существовать и нестандартные элементы, находя¬ 
щиеся в отношении с *9 > (А). Таким образом, в 
могут появиться не только «новые индивиды», но и «но¬ 
вые множества индивидов». 

Структуру *8 можно рассматривать как результат 
конструкции, похожей на построение 8 (А). Именно, 
можно представить себе дело так: мы вкладываем А в 
более широкое множество затем рассматриваем мно¬ 
жество зФ и являющееся объединением с некоторым 
семейством подмножеств множества «5^ 0 ; затем рассма¬ 
триваем .5^, равное объединению ^ с некоторым се¬ 
мейством подмножеств и т. д. Отличие этого процес¬ 
са от процесса построения 8(А) состоит в том, что мы 
берем на каждом шаге не все подмножества, а только 
некоторые (они называются «внутренними»). Сформули¬ 
руем сказанное точнее. Пусть — произвольное рас¬ 
ширение (А ), удовлетворяющее принципу переноса. 
Тогда существуют последовательность множеств а 
с^с^с,.,, для которой А с:^ 0 , ^ +1 с= ^ [}<? 
прй всех г , и взаимно однозначное соответствие между 
и объединением всевозможных множеств при всех 
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1\ при этом соответствии отношение на переходит 
в обычное отношение принадлежности на объединении 
всех зФі. Кроме того, если х^8(А) и входит в множест¬ 
во Аі (напомним, что 5(4) мы строили как объединение 
возрастающей цепи множеств А 0 аА ± а.. ш с 4 0 = 4 и 
4 і+і = Аі 11 (4^) ), то элементу *х множества *8 соответ¬ 

ствует элемент множества Мі. 

Таким образом, множество может быть построено 
так: сначала расширим А до некоторого *5^ 0 , а затем 
будем применять обычное построение суперструктуры 
на «5^о с той разницей, что на каждом шаге рассматрива¬ 
ются не все подмножества, а только некоторые. Все это 
можно видеть на рисунке. 



Зачерненные кружки и сплошные линии изображают 
стандартные объекты и стандартное отношение принад¬ 
лежности. Зачерненные кружки нижнего уровня изобра- 
жают индивиды из 4, зачерненные кружки следующего 
уровня — множества индивидов и т. п. Светлые кружки 
и штриховые линии изображают добавленные (нестан¬ 
дартные) элементы. Видно, что на каждом уровне появ¬ 
ляются новые элементы и что у старых множеств появ¬ 
ляются новые элементы. 

Эта схема, конечно, весьма условна, но, быть может, 
способствует созданию общего представления о струк¬ 
туре нестандартных расширении. 

Теперь можно объяснить, как происходит, например, 
применение нестандартных методов к топологии. Точки 
исследуемого пространства объявляются индивидами. За¬ 
тем мы надстраиваем над ними стандартную суперструк¬ 
туру и рассматриваем ее нестандартные расширения. 
В нестандартном расширении появляются новые, нестан¬ 
дартные точки. Топология (семейство открытых мно¬ 
жеств) также является, элементом суперструктуры, по¬ 
этому возникает соответствующий объект в нестандартном 
расширении. Его «элементы» [т. е, элементы *5, нахо- 
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дягциеся в отношении *е= с ним) можно рассматривать 
как нестандартные «открытые множества». Каждое стан¬ 
дартное открытое множество II имеет аналог *[/ в не- 
стандартной модели; этому аналогу «принадлежат» «те 
же» стандартные точки, что и II , и, возможно, некото¬ 
рые нестандартные точки. Слово «принадлежат» взято 
в кавычки, так как оно представляет собой некоторую 
вольность речи; корректнее было бы говорить «находит¬ 
ся в отношении *е» вместо «принадлежать». По анало¬ 
гичным причинам взято в кавычки «те же»: ведь на 
самом деле множеству *ІІ принадлежат не сами элемен¬ 
ты множества ?7, а их нестандартные аналоги (элементы 
нестандартной модели, отождествленные с ними). Мы, 
однако, будем позволять себе подобные вольности, на¬ 
деясь, что читатель сам восстановит корректные форму¬ 
лировки (если захочет). Итак, при переходе к нестан¬ 
дартной модели старые открытые множества могут приоб¬ 
ретать новые (нестандартные) точки; кроме того, могут 
появиться новые (нестандартные) открытые множества. 

Покажем теперь, каким образом в нестандартной ин¬ 
терпретации вводится понятие «бесконечной близости». 
Рассмотрим сначала ситуацию в стандартной интерпрета¬ 
ции. Пусть х — стандартная точка топологического про¬ 
странства X. Рассмотрим все стандартные открытые 
множества, содержащие х. Рассмотрим пересечение всех 
этих множеств. Если пространство X отделимо, то это 
пересечение содержит единственную точку х . (В самом 
деле, если у Ф х, то существует открытое множество, со¬ 
держащее х и не содержащее у; поэтому точка у не вхо- 
дит в пересечение всех открытых множеств, содержащих 
точку х .) 

До сих пор все наши рассмотрения были стандартны. 
Переходя к нестандартной интерпретации, мы замечаем, 
что в рассматриваемом пересечении могут появиться 
нестандартные точки, отличные от х . Точнее, могут най¬ 
тись такие ъ е отличные от *я, что для любого (стан¬ 
дартного) открытого множества II , содержащего (стан¬ 
дартную) точку х , выполнено Точки с таким 

(выделенным курсивом) свойством называются беско¬ 
нечно близкими к х. Множество всех таких точек назы¬ 
вается монадой точки х . В случае когда X представляет 
собой действительную прямую с естественной топологи¬ 
ей, мы приходим, по существу, к тому же самому оп¬ 
ределению монады, что и раньте (если отвлечься от 
того, что теперь рассматривается другой язык}, 
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В терминах монад удается дать критерий отделимо¬ 
сти (т. е. хаусдорфовости) топологических пространств. 
Напомним, что топологическое пространство X называет¬ 
ся отделимым пространством, если для всяких точек х 
и у этого пространства, для которых хФу, найдутся 
непересѳкающиеся открытые множества II и V, содержа¬ 
щие хи у соответственно. Оказывается, что простран¬ 
ство X отделимо тогда и только тогда, когда в его нестан¬ 
дартном расширении монады любых двух стандартных 
точек не пересекаются. Другими словами, отдели¬ 
мость пространства означает, что не существует (возмож¬ 
но, нестандартной) точки, которая была бы бесконечно 
близка к двум различным стандартным точкам. 

Нужно уточнить, однако, что мы имеем в виду, го¬ 
воря о нестандартных расширениях пространства X. До 
сих пор мы требовали лишь того, чтобы в нестандартном 
расширении суперструктуры над X были истинны те 
же закрытые формулы, что и в стандартном. Этого, ра¬ 
зумеется, мало: мы должны объяснить также, в чем же 
состоят особенности рассматриваемых нестандартных 
объектов (множества и отношения «принадлежности» 
*е), отличающие их от стандартных. До сих пор об 
этом не было сказано ни слова, и все наши требования 
к были выполнены и в том случае, когда в качестве 
*8 взята сама суперструктура 8(А), а в качестве отно¬ 
шения взято обычное отношение принадлежности. 
Ясно, однако, что в этом случае «нестандартная» топо¬ 
логия не дает ничего нового по сравнению со стандарт¬ 
ной. Поэтому мы должны сформулировать какпе-то тре¬ 
бования к нестандартным объектам, которые отличали бы 
их от стандартных. Эти требования должны быть доста¬ 
точно сильны, чтобы с их помощью можно было развить 
содержательную теорию, и, кроме того, должны быть 
такими, чтобы их можно было удовлетворить,— ведь 
если мы потребуем от *8 слишком много, то такого *5 
просто не будет. Раньше, когда мы рассматривали не¬ 
стандартный анализ в узком смысле (для действитель¬ 
ной прямой), таким требованием была неархимедовость 
поля гипердействительных чисел. Ее оказалось достаточ¬ 
но для развития содержательной теории. К сожалению, 
свойство неархимедовости использует специфику дейст¬ 
вительных чисел — наличие сложения и порядка. Для 
случая произвольного топологического пространства нуж¬ 
ны какие-то существенно более общие понятия и методы. 
Один из таких методов мы впоследствии опишем, сфор^ 
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мулировав требование «направленности», отличающее 
нестандартное расширение от исходной стандартной су¬ 
перструктуры. С его помощью критерий отделимости по¬ 
лучает следующую точную формулировку. 

Пусть фиксировано произвольное нестандартное рас¬ 
ширение суперструктуры на топологическом простран¬ 
стве X, для которого справедливы принцип переноса и 
требование направленности. В этом случае монады лю¬ 
бых двух стандартных точек не пересекаются тогда и 
только тогда, когда исходное пространство X отделимо. 

Доказательство этого критерия состоит из двух ча¬ 
стей. Нужно доказать, что если X отделимо, то монады 
не пересекаются, и, напротив, что если X неотделимо, 
то монады некоторых двух стандартных точек пересе¬ 
каются. Требование направленности используется лишь 
во второй части, поэтому мы отложим его формулировку 
и приведем вначале первую часть доказательства. Отме¬ 
тим, что как приводимое ниже рассуждение, так и его 
словесное оформление (с нестандартно понимаемыми 
словами типа «принадлежать», «включена» и т. п.) весь¬ 
ма типичны для нестандартного анализа. Пусть простран¬ 
ство является отделимым. Докажем, что монады различ¬ 
ных стандартных его точек не пересекаются. Пусть х 
и у — две различные стандартные точки пространства. 
Докажем, что монады ц(.г) и ц(#) не пересекаются. 
Так как требование отделимости выполнено, то сущест¬ 
вуют открытые множества 17 и V , содержащие точки 
х и г/, не имеющие общих стандартных точек. Рассмот¬ 
рим соответствующие им объекты *1/ и *Ѵ в нестандарт¬ 
ной интерпретации. Это — «открытые множества» нестан¬ 
дартной интерпретации. Они «содержат» точки х и у. 
Утверждение о том, что множества 17 и V не пересека¬ 
ются, может быть записано в виде суждения нашего 
языка: 

П 3-г ((х е С Ѵ ) /\(х^ Су))] 

здесь с г у, Су — константы (т. е. функциональные символы 
с нулем аргументов), соответствующие элементам 17 и V 
в стандартной интерпретации. Будучи истинно в стан¬ 
дартной интерпретации, это суждение (согласно принци¬ 
пу переноса) обязано быть истинным и в нестандартной. 
Это означает, что *17 и *Ѵ «не пересекаются». Отсюда 
следует, что и монады точек х и у не пересекаются, так 
как монада точки х «включена» в множество II, а мона¬ 
да точки у «включена» в V , 
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В приведенном рассуждении мы широко пользова¬ 
лись «вольностями речи», используя некоторые слова в 
переносном смысле; надеемся, что читатель сможет (если 
захочет) восстановить корректный способ выражения. На¬ 
пример, когда мы говорили, что монада ц(я) «включена» 
в 1 7, мы имели в виду следующее: всякий элемент мона¬ 
ды р,(я) находится в отношении *<= с *17, Привычка 
к такого рода переносному словоупотреблению совершен¬ 
но необходима для полного овладения методами нестан¬ 
дартного анализа. 

Итак, одна из половин доказательства нестандартно¬ 
го критерия отделимости завершена. Прежде чем перей¬ 
ти ко второй, нам необходимо сформулировать требова¬ 
ние направленности. К сожалению, его формулировка 
может поначалу показаться несколько искусственной и 
ее смысл проясняется лишь при применении этого тре¬ 
бования. 

Начнем со следующего простого замечания. Пусть 
на суперструктуре 5 (-4) задано некоторое бинарное от¬ 
ношение Л(#, у), причем участвующие в нем пары 
<я, у У имеют своими членами элементы некоторого, фик¬ 
сированного уровня. Сформулируем это точнее. Напом¬ 
ним, что суперструктура 5 (4) представляет собой объеди¬ 
нение множеств А и А и где = а 4 І+1 =4, Іі 
II ^(Аі). Так вот, наше предположение о бинарном от¬ 
ношении Л на множестве 5(Л) состоит в следующем: 
существует такое ІѴ, что для любой пары <х, уУ, нахо¬ 
дящейся в отношении Е , элементы х и у принадлежат 
множеству Ак. Будем рассматривать в дальнейшем толь¬ 
ко бинарные отношения с описанным свойством, назы¬ 
вая их отношениями конечного уровня. Это свойство 
позволяет рассматривать бинарное отношение как элемент 
суперструктуры с помощью известного метода Куратов- 
ското, отождествляющего пару <х, уУ с множеством 
{{ж}, { х , г/)}. Если х ж у принадлежат уровню А у , то 
множество И#}, {х , у)} принадлежит уровню 4* +2 (так 
как іх } и { х , у } принадлежат Тем самым любое 

.множество понимаемых до Куратовскому упорядоченных 
пар < х , у), где х , у е 4^, становится элементом 

Напомним, что первой проекцией отношения Л назы¬ 
вается множество всех тех х , для которых Е(х , у) имеет 
место при некотором у . Назовем отношение Е направлен¬ 
ным , если для любого конечного набора х и . . эле¬ 
менты которого входят в первую проекцию отношения Л, 
найдется у г находящийся в отношении Л со всеми х и 
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Другими словами, условие направленности состоит в сле¬ 
дующем: если для каждого Хі из конечного набора 
х п найдется у, для которого Я(х и у), то сущест¬ 
вует единое у, при котором Я(х и у) при всех х и 

С помощью понятия направленного отношения ко¬ 
нечного уровня мы и сформулируем требования к нестан¬ 
дартной интерпретации, отличающие ее от стандартной. 
Прежде чем сформулировать эти требования, напомним, 
что с каждым элементом $ {А) сопоставлен некоторый 
элемент *5. Итак, пусть К — произвольное направленное 
отношение конечного уровня. Мы требуем выполнения 
следующего условия: существует такое у^*8, что для 
любого стандартного х , входящего в первую проекцию 
отношения /?, выполнено Н (х, у ). Эта формулировка 
требует разъяснения. Непонятно, что означает Я(х, у): 
ведь х — элемент суперструктуры # (^1), а у — элемент 
ее расширения *$. Объясним это. Напомним, что отно¬ 
шение конечного уровня рассматривается как элемент 
суперструктуры (^1). Как и всякому другому элементу, 
ему соответствует некоторый элемент *Н Так вот, 

требуется, чтобы уУ*^*Я для любого элемента 

а;е*5(,4), входящего в первую проекцию отношения /?. 
Элемент у с такими свойствами должен существовать для 
любого направленного отношения Я конечного уровня. 
В этом и состоит требование направленности. 

Здесь требуется еще объяснить, что означает запись 
<*х, уУ. Сделаем это. Для любых элементов а и Ь из 
существует и единствен элемент с ^ для которого 
а*&с, Ъ*^с и из і*^с следует, что і^а или і = Ъ 
для любого і<^*8. (Это следует из того, что аналогичное 
свойство верно в 8(А).) Этот элемент с естественно 
обозначить через {а, Ъ }. Обозначим также {а, а) че¬ 
рез (а) и {{а}, (а, Ъ)} через <а, ЬУ. Таким образом, мы 
придали смысл выражению <а, ЬУ для любых элементов 
а, Ъ е *8. 

Сформулированные требования можно коротко выра- 
зпть так: если в (стандартной) суперструктуре б'(Л) 
для любого конечного набора элементов можно найти 
элемент, находящийся со всеми ними в каком-то отно¬ 
шении, то в нестандартном расширении можно найти 
элемент, находящийся в этом отношении со всеми стан¬ 
дартными. 

На первый взгляд это требование (будем называть 
его требованием направленности) выглядит довольно бес¬ 
смысленным. Чтобы оправдать его, нужно, во-первых, 
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показать, что оно выполнимо, т. е. что для всякой су¬ 
перструктуры 5 (А) можно найти ее расширение 
удовлетворяющее принципу переноса и требованию на¬ 
правленности, и, во-вторых, продемонстрировать полез¬ 
ность последнего для построения нестандартного анали¬ 
за. Начнем с первого. 

Как и в случае поля гипердействительных чисел, 
построение искомого расширения *5 (точнее, доказатель¬ 
ство его существования) может быть осуществлено раз¬ 
личными методами. Один из методов использует теорему 
о компактности, другой — нетривиальные ультрафильтры. 
Единственным существенным отличием возникающей 
здесь ситуации от случая гииердействительных чисел яв¬ 
ляется, пожалуй, то, что нужно рассматривать ультра¬ 
фильтры не на натуральном ряде М, а на некоторых 
других множествах. За подробностями (в том числе за 
точным определением ультрафильтра на произвольном 
множестве) мы вновь отсылаем читателя к книге Де¬ 
виса «Прикладной нестандартный анализ» [3]. 

Перейдем теперь к обсуждению второго вопроса — во¬ 
проса о том, какую пользу можно извлечь из требования 
направленности. Мы обещали использовать его, завершая 
доказательство нестандартного критерия отделимости. Но 
для начала продемонстрируем его в более простой си¬ 
туации, показав, что в применении к суперструктуре 
с множеством индивидов К оно дает нам некоторое неар¬ 
химедово расширение этого поля. В самом деле, рас¬ 
смотрим такое отношение В(х, у) на множестве К: 
/?(х, Его первой проекцией является всё 

К, так как для каждого числа существует большее. 
Более того, для каждого копечного множества чисел 
можно найти число, которое больше всех элементов это¬ 
го множества, поэтому отношение Н является направ¬ 
ленным. Теперь остается применить принцип направлен¬ 
ности и получить такое (нестандартное) с , что К(х , с) 
при любом стандартном действительном числе х. Это с 
и будет бесконечно большим. Можно также провести 
подобное рассуждение и с бесконечно малыми вместо 
бесконечно больших; для этого в качестве К нужно 
взять отношение (х > 0) Д (у >> 0) Д (х > у). 

Перейдем теперь к завершению доказательства не¬ 
стандартного критерия отделимости. Пусть топологиче¬ 
ское пространство не является отделимым. Пусть хи у — 
точки, для которых не выполнено требование отделимо¬ 
сти. Это означает, что любые открытые множества Ц 
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и V , для которых х^ІІ и у е Ѵ 1 имеют общую точку, 
Определим такое отношение: 

В (а, Ъ)^ а представляет собой пару открытых множеств 
<[/, ѴУ, причем V содержит гг, V содержит у, 
а Ъ является общей точкой множеств V и V. 

Убедимся, что это отношение является направленным. 
Для этого нужно рассмотреть произвольный конечный 
набор а и а п , каждый из членов которого принадле¬ 
жит первой проекции отношения /?, и найти такое Ъ, 
что В(а и Ь ) при всех Раз каждый из а г принадлежит 
первой проекции отношения /?, то он представляет со¬ 
бой пару СО ,, Ѵі>, где [^ — открытое множество, содер¬ 
жащее х , а Ѵі — открытое множество, содержащее у . 

Рассмотрим пересечения Р = П^г и & = П^г* Эти пе¬ 
ресечения являются открытыми множествами. (В опре¬ 
делении топологического пространства мы требовали, 
чтобы конечные пересечения открытых множеств были 
открытыми множествами.) Множества Р и С содержат 
хи у соответственно. Так как для точек хи у нарушает¬ 
ся требование отделимости, то множества Р и 6 имеют 
общую точку. Взяв ее в качестве Ь, получим, что В(а^Ъ) 
при всех і. Этим завершается проверка направленности 
отношения В . 

До сих пор все наши рассуждения происходили в 
стандартной интерпретации. Теперь перейдем в нестан¬ 
дартную и воспользуемся требованием направленности. 
Согласно этому требованию найдется такое (вообще го¬ 
воря, нестандартное) Ь, что В (а, Ъ ) для любого стан¬ 
дартного а, входящего в первую проекцию отношения В г 
Другими словами, Ь е* II Р\ *Ѵ для любой пары стандарт¬ 
ных открытых множеств V и У, для которых и 

у е V. Тогда Ь принадлежит и монаде точки х , и монаде 
точки у\ следовательно, эти монады пересекаются. Тем 
самым мы завершаем доказательство нестандартного кри¬ 
терия отделимости, сформулированного выше. 

Приведем еще один пример нестандартного критерия 
стандартного понятия. Этим понятием будет компакт¬ 
ность. Мы уже имели нестандартный критерий компакт¬ 
ности множества действительных чисел, теперь обобщим 
его на произвольные топологические пространства. На¬ 
помним, что топологическое пространство X называется 
компактным , если из любого покрытия этого простран¬ 
ства открытыми множествами можно выбрать конечное 
подпокрытие. Другими словами, X компактно, если для 
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любого семейства а открытых (в пространстве X) мне-* 
жеств, образующего покрытие пространства X (это зна¬ 
чит, что всякая точка пространства X принадлежит хотя 
бы одному из множества семейства се), существует ко¬ 
нечное подсемейство а се, также образующее покрытие 
пространства X . Свойство компактности (иногда его на¬ 
зывают также свойством бикомпактности) является од¬ 
ним из важнейших свойств топологических пространств. 
Дадим теперь нестандартный критерий компактности. 
Именно: пространство X компактно тогда и только тогда, 
когда любая точка его нестандартного расширения *Х 
бесконечно близка к какой-нибудь из стандартных точек 
этого расширения. Другими словами, X компактно тогда 
и только тогда, когда объединение всех монад совпадает 
с множеством всех точек нестандартного расширения про¬ 
странства X. 

Попытаемся изложить основную идею доказательства 
критерия компактности. При этом мы, как и прежде, 
будем широко пользоваться вольностями речп, система¬ 
тически отождествляя объекты стандартной интерпрета¬ 
ции с соответствующими им объектами нестандартной 
интерпретации. Итак, пусть пространство X компактно. 
Докажем, что. всякая (возможно, нестандартная) точка 
бесконечно близка к некоторой стандартной точке. Пусть 
х — произвольная (возможно, нестандартная) точка про¬ 
странства X . Нам нужно найти стандартную точку, 
к которой она бесконечно близка. Предположим, что та¬ 
кой точки нет. Это означает, что для каждой стандарт¬ 
ной точки а существует открытое множество II а > не со¬ 
держащее точки х (вспоминаем определение монады!). 
Эти открытые множества образуют покрытие. Выберем из 
него конечное подпокрытие ЕЛ, ..., II п . Это подпокрытие 
будет содержать все стандартные точки пространства, 
но не все нестандартные. Поэтому суждение 

Ѵх ((х е X) =>■ ((я е Е/*) V * * « V (* ^ &п))) 9 

гласящее, что множества II і, ..., II п образуют покрытие, 
будет истинным в стандартной интерпретации и ложным 
в нестандартной, что противоречит принципу переноса. 
Итак, в одну сторону критерий компактности доказан. 
Докажем теперь обратиое утверждение. Пусть известно, 
что всякая точка бесконечно близка к некоторой стан¬ 
дартной. Покажем, что из всякого покрытия можно вы-* 
брать конечное подпокрытие. Пусть се — покрытие, из 
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которого нельзя выбрать конечного подпокрытия. Рас¬ 
смотрим отношение 

В{11, х\^11 есть множество из покрытия се, а ж—-точка 
пространства, не принадлежащая 11< 

Так как покрытие се не имеет конечного подпокрытия, 
то это отношение будет направленным. Согласно требо¬ 
ванию направленности, можно найти (возможно, нестан¬ 
дартную) точку х у которая находится в этом отношении 
с любым стандартным открытым множеством из нашего 
покрытия. Покажем, что она (в противоречии с пред¬ 
положением) не будет бесконечно близка ни к одной 
стандартной точке. В самом деле, пусть а — произволь¬ 
ная стандартная точка. Она содержится в каком-то из 
множеств покрытия. Обозначим это множество через 11. 
По определению бесконечной близости все бесконечно 
близкие к а точки также содержатся в множестве 11. По 
точка х не содержится в 11. Значит, она не может быть 
бесконечно близкой к а. Полученное противоречие за¬ 
вершает доказательство нестандартного критерия ком¬ 
пактности. 

Подробное доказательство этого критерия можно найти 
в книге М. Девиса [3], уже неоднократно упоминавшей¬ 
ся нами, на с. ИЗ (следствие 1.7). Там же можно найти 
и доказательство рассмотренного нами нестандартного 
критерия отделимости на с. 111, теорема 1.2. 

С помощью нестандартного критерия компактности 
можно, без особого труда доказать знаменитую теорему 
Тихонова о компактности произведения произвольного 
числа компактных пространств. Это доказательство так¬ 
же имеется в книге Девиса —на с. 118 (теорема 2.6)’. 
Отметим, что «стандартное» доказательство этой теоремы 
довольно сложно (в частности, использует аксиому вы¬ 
бора). Нестандартный анализ позволяет «спрятать» при¬ 
менения аксиомы выбора в основные конструкции 
(а именно в построение нестандартной интерпретации 
о нужными свойствами). Это— одна из причин того, что 
нестандартные доказательства часто оказываются проще 
стандартных доказательств тех же самых теорем. 

На этом мы заканчиваем обсуждение применения не¬ 
стандартных методов в топологии. 


7 в, а, Успенский 
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§ 12. ЛЕЙБНИЦ И «ДРЕВНЯЯ ИСТОРИЯ» 
НЕСТАНДАРТНОГО АНАЛИЗА 


Возраст нестандартного анализа колеблется (в зави¬ 
симости от точки зрения) от двух с половиной десятков 
до трех сотен лет. Два с половиной десятка получится, 
если считать, что нестандартный анализ зародился 
осенью 1960 г., когда его основатель, Абрахам Робинсон, 
сделал доклад на одном из семинаров Принстонского 
университета о возможности применения методов мате¬ 
матической логики к обоснованию математического ана¬ 
лиза. Триста лет получится, если считать началом не¬ 
стандартного анализа появление символов бесконечно 
малых йх и сіу в трактате Лейбница «Новый метод» 
(см, [7], с. 166). 

Трудно сказать с уверенностью, насколько в действи¬ 
тельности Лейбниц был близок к идеям нестандартного 
анализа. Как пишет сам Робинсон в [61], гл. 10, «исто¬ 
рия предмета обычно пишется в свете его позднейшего 
развития. Уже более чем полвека все обзоры истории 
дифференциального и интегрального исчислений основы¬ 
вались на уверенности в том, что понятие бесконечно 
малых и бесконечно больших, если даже и непротиворе¬ 
чиво, бесполезно для развития анализа. В результате 
в работах этого периода заметно различие между стро¬ 
гостью, с которой рассматриваются идеи Лейбница и его 
последователей, и снисходительностью, проявляемой к 
провозвестникам идеи предела». Характерно, например, 
следующее высказывание Анри Лебега от 3 декабря 
1926 г. «Бесконечно малые были когда-то туманными 
сущностями, встречавшимися в неясных и неточных 
формулировках. Все разъяснилось впоследствии благо¬ 
даря понятию предела» ([6], с. 6). 

Считая, что идеи Лейбница и идеи сторонников поня¬ 
тия предельного перехода мерились двойным стандартом 
при несправедливом склонении весов правосудия в поль¬ 
зу предела, Робинсон предлагает во многом пересмотреть 
общую картину возникновения и развития математиче¬ 
ского анализа от Ньютона и Лейбница до Коши и Вейер- 
штрасса. Этот пересмотр приводит к более полному при¬ 
знанию заслуг Лейбница, и сам Лейбниц перемещается, 
таким образом, из разряда гениев третьего класса в раз¬ 
ряд гениев второго класса (здесь мы пользуемся класси¬ 
фикацией, предложенной Станиславом Лемом [8]: в этой 
классификации гении третьего класса получают прижиз- 
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ненное, а гении более высокого второго класса — лишь 
посмертное признание). 

Постараемся изложить историко-математические взгля¬ 
ды Робинсона. Отметим, однако, что здесь есть возмож¬ 
ность впасть в другую крайность, приписав Лейбницу и 
его последователям наши сегодняшние взгляды, сложив¬ 
шиеся под влиянием нестандартного анализа. Чтобы быть 
в состоянии дать «объективную» оценку ранних этапов 
развития математического анализа, нужно прочесть рабо¬ 
ты его основателей глазами их учеников и современни¬ 
ков, что, по-видимому, невозможно сделать, не погрузив¬ 
шись в культурную атмосферу того времени. Автор, разу¬ 
меется, ни в малейшей степени не претендует на это. 
(Как, впрочем, не претендует на это и Робинсон, который 
пишет: «Наши замечания по необходимости будут фраг¬ 
ментарными, так как полная история Анализа лежит за 
пределами книги».) Переходя к изложению взглядов Ро¬ 
бинсона (многие из которых нетрадиционны), мы хотим 
напомнить читателю об опасности их некритического вос¬ 
приятия: «публика, как судия беспристрастный и бла¬ 
горазумный, всегда соглашается с тем, кто последний 
жалуется ей» (А. С. Пушкин «Опровержения на кри¬ 
тики»). 

Прежде чем излагать свою точку зрения, Робинсон 
резюмирует стандартный взгляд на историю развития 
математического анализа в следующих словах ([61], 
с. 260): 

«После длительного периода, в течение которого были 
определены площади, объемы и касательные в различных 
частных случаях, во второй половине семнадцатого сто¬ 
летия Ньютоном и (несколько позже, но независимо) 
Лейбницем была построена общая теория дифференциро¬ 
вания и интегрирования. Касаясь обоснования введенных 
пм понятий, Ньютон обращался то к бесконечно малым, 
то к пределам, то непосредственно к физической интуи¬ 
ции; его непосредственные последователи предпочитали 
последнее. С другой стороны, Лейбниц и его последова¬ 
тели развивали теорию исходя из дифференциалов пер¬ 
вого и следующих порядков. Технические удобства обо¬ 
значений, использовавших дифференциалы, привели к бы¬ 
строму развитию Анализа и его приложений в Европе, 
где они были приняты. Однако внутренние противоречия 
этой концепции привели к осознанию того, что необходи¬ 
мы какие-то другие основания. Лагранж считал, что ему 
удалось найти подходящий путь, взяв за основу тейло- 
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ровское разложение функции. Но первое строгое обосно¬ 
вание математического анализа было дано лишь Коши* 
Основой теории Коши было понятие предела, которое, 
будучи впервые выдвинуто Ньютоном, впоследствии под¬ 
держивалось Даламбером. Более формальное изложение 
методов Коши было дано Вейерштрассом (которого в не¬ 
которой степени предвосхитил Больцано), После создания 
теории пределов использование бесконечно больших и 
бесконечно малых превратилось в оборот речи, применяе¬ 
мый в выражениях типа «... стремится к бесконечности». 
Дальнейшее развитие теории неархимедовых полей было 
целиком предоставлено алгебре.» 

Этот стандартный взгляд, по мнению Робинсона, в не¬ 
которых отношениях «должен быть дополнен или даже 
изменен». В доказательство этого Робинсон приводит 
большое количество выдержек из сочинений Лейбница и 
других упомянутых выше авторов. Как считает Робин¬ 
сон, «... отношение Лейбница к бесконечно большим 
и бесконечно малым величинам в Анализе в основном 
оставалось неизменным в течение двух последних десяти¬ 
летий его жизни. Он полностью одобрял их введение, но 
считал их «идеальными элементами, подобными мнимым 
числам. Эти идеальные элементы подчиняются тем же 
законам, что и обычные числа. Тем не менее они пред¬ 
ставляют собой не более чем удобные фикции, необходи¬ 
мые для облегчения рассуждений и открытий. Всегда, 
при желании, можно исключить их использование и вер¬ 
нуться к стилю античных математиков, рассуждая в тер¬ 
минах величин, достаточно больших (или малых) для 
того, чтобы ошибка была меньше любой наперед задан¬ 
ной. Все это отчетливо и неоднократно утверждается в 
сочинениях Лейбница» ([61], с. 261). 

Приведем теперь некоторые из высказываний Лейб¬ 
ница, цитируемых Робинсоном. (Мы использовали пере¬ 
воды А. П. Юшкевича [7]; если не оговорено противное, 
страницы указаны по [7].) 

«... Нужно воспринимать бесконечное подобно тому, 
как это делается в оптике, когда солнечные лучи счита¬ 
ются приходящими из бесконечно удаленной точки и по¬ 
этому параллельными... И когда имеются различные 
порядки бесконечного или бесконечно малых, то пони¬ 
маются они в том же смысле, в каком земной шар счи¬ 
тается точкой по сравнению с расстоянием до неподвиж¬ 
ных звезд, а шарик в наших руках — точкой по сравне¬ 
нию с радиусом земного шара, так что расстояние до 
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неподвижных звезд является бесконечно бесконечным йлй 
бесконечностью бесконечности по отношению к диаметру 
шарика. Вместо бесконечно большого или бесконечно ма¬ 
лого количества можно взять количество настолько боль¬ 
шое или малое, насколько это нужно, чтобы ошибка нѳ 
превышала заданной. Отличие от архимедовского стиля 
рассуждений лить в выражениях, которые у нас более 
непосредственные и лучше приспособлены для искусства 
изобретать» (с. 190). 

«...Если кто-то не желает рассматривать бесконечно 
большие и малые в строго метафизическом смысле, как 
реально существующие, он может пользоваться ими как 
„идеальными понятиями 14 , которые сокращают рассужде¬ 
ния, подобно мнимым корням в обычном анализе (вроде, 

например, У — 2)... Таким же образом представляют более 
трех измерений...— все это для установления идей, спо¬ 
собных сокращать рассуждения и основывающихся на 
реальностях. 

Не следует все же воображать, что наука о бесконеч¬ 
ном унижается этим объяснением и сводится к фикциям, 
ибо постоянно остается, говоря языком схоластики, енн- 
категорематическая бесконечность. Например, остается 
верным, что 2 равно 1/1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 
и т. д., что есть бесконечный ряд, в котором содержатся 
сразу все дроби с числителем 1 и со знаменателями, 
образующими удваивающуюся геометрическую прогрес¬ 
сию, хотя здесь употребляют все время лишь обыкновен¬ 
ные числа и хотя не вводят никакой бесконечно малой 
дроби или дроби с бесконечным знаменателем... Правила 
конечного сохраняют силу в бесконечном, как если бы 
существовали атомы..., хотя они вовсе нѳ существуют, 
ибо материя в действительности делима без конца, и, 
наоборот, правила бесконечного сохраняют силу в конеч¬ 
ном, как если бы имелись метафизические бесконечно 
малые, хотя в них и нет нужды и хотя деление материи 
никогда не приходит к бесконечно малым частицам. Это 
объясняется тем, что все управляется разумом и что ина¬ 
че совсем не было бы ни науки, ни правила, а это нѳ 
согласовалось бы с природой верховного начала» (с. 192— 
193). (Это высказывание Лейбница можно при желании 
рассматривать как формулировку принципа переноса, что 
дает еще одно основание называть его также «принципом 
Лейбница».) 

«...По правде говоря, я сам не слишком убежден, что 
надо рассматривать бесконечные и бесконечно малые ина- 
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че чем как идеальные вещи и хорошо обоснованные фик¬ 
ции...» (цитируем по [61], с. 263) 

«...Несравнимыми величинами я называю такие, одна 
из которых никогда не сможет превзойти другую, на ка¬ 
кое конечное число ее бы ни помножили, так же как это 
понимает Евклид...» (с. 189). 

Приведем еще несколько цитат (на этот раз отсутст¬ 
вующих в монографии Робинсона), которые мы заимст¬ 
вуем из [7]. 

«...Я покажу, что йхйх и ййх суть величины, ибо 
при их умножении на бесконечное число (но высшее, 
пли бесконечно бесконечное) они дают обыкновенные ве¬ 
личины» (с. 188). 

«...При доказательстве я применял несравнимо малые 
величины, например разность двух обыкновенных вели¬ 
чин, несравнимую с самими величинами. Если я не 
ошибаюсь, их можно яснее всего объяснить таким обра¬ 
зом. Если кто-либо не желает допускать бесконечно ма¬ 
лые, то он может принимать величины настолько малые, 
настолько ему представляется достаточным, чтобы они 
были несравнимыми и порождали совершенно несущест¬ 
венную ошибку, меньшую всякой данной. Подобно тому 
как в сравнении с небом земля принимается за точку, 
а диаметр земли за бесконечно малую линию, так можно 
доказать, что если стороны угла заключают основание, 
несравнимо меньшее, чем они сами, то образуемый ими 
угол будет несравнимо меньше прямого, а разность сто¬ 
рон будет несравнимой с самими разнящимися сторонами; 
разности целого синуса, синуса дополнения и секанса 
также будут несравнимы с самими разнящимися, и также 
будут с разностями хорды, дуги и тангенса. А так как 
они сами суть бесконечно малые, то разности будут бес¬ 
конечно бесконечно малыми и синус-верзус будет бес¬ 
конечно бесконечно малым и несравнимым с прямым. 
Имеется бесконечно много порядков как бесконечных ве¬ 
личин, так и бесконечно малых» (с. 187). 

«...новый Анализ бесконечных рассматривает не ли¬ 
нии и не числа, но величины вообще, как это делает 
обыкновенная Алгебра. Этот Анализ содержит новый 
алгоритм, т. е. новый способ складывать, вычитать, умно¬ 
жать, делить, извлекать корни, соответствующий не¬ 
сравнимым величинам, т. е. тем, которые бесконечно 
велики или бесконечно малы в сравнении с другими...» 
(с. 166). 
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Методы Лейбница господствовали в континентальной 
Европе в течение более чем 50 лет. Однако во второй 
половине XVIII столетия начались поиски альтернатив¬ 
ных путей построения анализа. В качестве такого пути 
Лагранж предлагал рассматривать разложения функций 
в степенные ряды, предполагая, по-видимому, что любая 
или почти любая функция может быть разложена в та¬ 
кой ряд. Даламбер предлагал понятие предела в качестве 
исходного для построения математического анализа. Он 
писал: 

«Говорят, что одна величина является пределом дру¬ 
гой, если вторая может приблизиться к первой ближе, 
чем на любую заданную величину... Теория пределов яв¬ 
ляется основанием подлинной Метафизики дифферен¬ 
циального исчисления... В дифференциальном исчислении 
речь идет не о бесконечно малых величинах, как это 
обычно утверждают; речь идет лишь о пределах конеч¬ 
ных величин... Термином «бесконечно малая» пользуются 
лишь как сокращением...» 

Эти высказывания Даламбера выглядят как изложение 
(хотя и не вполне точное) современной точки зрения на 
предел. Можно было бы предположить, что с этого вре¬ 
мени понятие бесконечно малых будет полностью устра¬ 
нено. Это, однако, не так. Коши, рассматриваемый обычно 
как основатель современного подхода к построению ана¬ 
лиза, использует понятие бесконечно малой величины. 
Пытаясь объяснить в современных терминах, что Коши 
называет «величиной», можно предположить, что величи¬ 
на — это функция с действительными значениями, опре¬ 
деленная на упорядоченном множестве без наибольшего 
элемента. Коши, однако, отнюдь не сводит величины к 
функциям. Наоборот, он говорит о функции как о соот¬ 
ношении, связывающем две величины. В его изложении 
бесконечно малые и пределы фигурируют как равноправ¬ 
ные компоненты обоснования анализа. 

Проиллюстрируем стиль изложения Коши на приме¬ 
ре знаменитой «ошибки Коши»—его «доказательства» 
того, что сумма функционального ряда к 0 (ж)+щ(#) + .. 
составленного из непрерывных функций, непрерывна. 
Формулировка Коши выглядит вполне современно: «Если 
различные члены ряда... являются функциями одной и 
той же переменпой х 1 непрерывными по отношению к 
этой переменной в окрестности дайной точки, в которой 
ряд сходится, сумма ряда также является непрерывной 
в окрестности этой точки». 
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Доказательство, однако, апеллирует к бесконечно ма¬ 
лым величинам. Вводя обозначения 

8 п (я)' = «о (я 1+ . •. +Нп (я), 

5 ($} *= ІІШ 8 п (х) , Тп (^ ) = 5 — $„ (х ), 

Коши рассматривает «приращения, которые получают эти 
три функции, когда х увеличивается на бесконечно ма¬ 
лую величину. Приращение $ п будет бесконечно малой 
величиной...; приращение г„ станет несущественным..., 
если взять п очень большим...». 

На этом рассуждение Коши заканчивается. В терми¬ 
нах нестандартного анализа его можно прочитать так: 
разность |$(х + а) — $(х) I оценивается как не превосхо¬ 
дящая |$(х + а)“ $„(я + а)| + |$ п (х + а)‘ — $ п (х)| + І$(.т) — 
— $п(#)І, второй член бесконечно мал при бесконечно 
малых а, а первый и третий бесконечно малы при беско¬ 
нечно больших п. Это рассуждение, однако, неверно: 
$ п (я + а)’— $п(я) бесконечно мал при бесконечно малых а 
ж стандартных п (а не любых!)'. 

Вернувшись к этому утверждению (уже после приве¬ 
денного Абелем контрпримера — ряда из непрерывных 
функций, сумма которого разрывна), Коши формулирует 
такое утверждение: если щ — непрерывные функции и 
«сумма и п + *, ъ+Ип'-х всегда бесконечно мала при беско¬ 
нечно большом пип>п», то ряд 2 Щ сходится к непре¬ 
рывной функции. Здесь уже и формулировка требует истол¬ 
кования. Если толковать это так: ш п (х) + ... + гѴ-Д.г) 
бесконечно мала при любых бесконечно больших п и 
п' >п и любом (не обязательно стандартном!) я», то мы 
приходим к понятию равномерной сходимости, фигури¬ 
рующем в современном варианте аналогичной теоремы 
(о непрерывности предела равномерно сходящегося ряда 
непрерывных функций). 

Сказанное показывает, что точка зрения Коши, по-ви¬ 
димому, не так проста и нѳ сводится, как это может 
показаться, к нечеткому изложению наших нынешних 
взглядов. 

На этом мы закончим обзор «древней» истории не¬ 
стандартного математического анализа (в котором мы 
следовали Робинсону) и обратимся к другому, более со¬ 
временному источнику нестандартного анализа — мате¬ 
матической логике. Более конкретно, этим источником 
стали нестандартные модели аксиоматических систем. 
О них мы расскажем в следующем параграфе, 
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$ 13. РОБИНСОН И «НОВАЯ ИСТОРИЯ» 
НЕСТАНДАРТНОГО АНАЛИЗА 


Аксиоматический метод изучения какой-то математи¬ 
ческой структуры состоит, грубо говоря, в следующем. 
Мы выделяем некоторые свойства рассматриваемой струк¬ 
туры и называем их аксиомами. Затем мы выводим из 
аксиом различные следствия (теоремы). Эти теоремы бу¬ 
дут истинны в рассматриваемой структуре. Более того, 
они будут истинны не только в рассматриваемой струк¬ 
туре, но и в любой другой, в которой истинны аксиомы. 
Может оказаться, что существует много самых разных 
структур, удовлетворяющих данной системе аксиом. Каж¬ 
дая такая структура называется моделью рассматривае¬ 
мой системы аксиом. Хорошо или плохо, если система 
аксиом имеет много различных (неизоморфных) моделей? 
Это зависит от того, с какой целью создавалась аксиома¬ 
тическая система. Если она, подобно системе аксиом 
поля, предназначена для того, чтобы выделить общие 
свойства различных структур и единым методом получать 
результаты о всех этих структурах, то чем разнообразнее 
модели этой аксиоматической системы, тем лучше. Раз¬ 
нообразие моделей системы аксиом поля свидетельствует 
о широкой применимости теории полей. (То же самое 
можно - сказать и про аксиомы групп, колец и т. п.)’ 

Существует, однако, и другой подход к аксиоматиче¬ 
ским системам, согласно которому аксиоматическая систе¬ 
ма должна возможно более полно отражать свойства 
данной конкретной структуры, например множества на¬ 
туральных чисел. Примером аксиоматической системы, 
созданной о такой целью, являются аксиомы Пеано, ха¬ 
рактеризующие натуральный ряд как множество N с вы¬ 
деленным элементом (обозначаемым О и называемым 
нулем) и одноместной операцией (обозначаемой 5 и на¬ 
зываемой прибавлением единицы или взятием последу¬ 
ющего): 

1. Ѵа(0**5(а)), 

2. ѴаѴЬ ((5 (а) - 5 (Ь)) (а - Ь)). 

3. (Аксиома индукции.) Если множество Л/<=А та¬ 
ково, что О&М и для всякого а е М выполнено 5 (сс)е Л/, 
то Л/ *= N. 

Эти аксиомы предназначены для того, чтобы как мож¬ 
но полнее отражать свойства натуральных чисел. Поэтому 
обнаружение структуры (множества N 6 выделенным 
элементом я одноместной операцией], которая удовлет- 
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воряла бы этим аксиомам, ио сильно отличалась бы от 
обычного натурального ряда, означало бы, что эти аксио¬ 
мы неудовлетворительны. К счастью, оказывается, что 
найти такую структуру нельзя. Именно, имеет место 
такое утверждение (категоричность аксиом Пеано). 

Пусть N — произвольное множество, О —- любой эле¬ 
мент N и 8 — функция, определенная на N со значения¬ 
ми в ІѴ, причем выполнены свойства 1—3. Тогда суще¬ 
ствует взаимно однозначное соответствие между множе¬ 
ством N и обычным натуральным рядом М, при котором 
элементу О е N соответствует натуральное число О, 
а функция 5 переходит в функцию прибавления единицы 
(как говорят, структуры N и N изоморфны). 

Доказательство этого утверждения достаточно просто, 
и мы приведем его. Установим искомое соответствие та¬ 
ким образом: 


Натуральные числа 

О 

1 

2 

3 


Элементы N 

О 

8 ( 0 ) 

8 ( 8 ( 0 )) 

8(8(3(0))) 


Обозначив 5 (5 (... 5 (О) ...) через 8 т (0), можно сказать, 

т раз 

что натуральному числу шеМ ставится в соответствие 
элемент 5 т (0)е А. Нужно доказать, что это соответствие 
взаимно однозначно, т. е. что 8 т (0)Ф 8 п (0) при тФп 
и что любой х&М равен 8 т (0) при некотором т е М* 
Если 8 т (0)~8 п (0),тФ п и т і п> 0, то5 ,т ~ 1 (0)==5 п ~ ! (О) 
по аксиоме 2 [так как 8 к (0) = 8(8 к ~'(0))]. Применяя 
это рассуждение несколько раз, находим, что 8 т ~ п (О) *■ О, 
т. е. 8(а)=*0, где а = 8 т ~ п ~ 1 (0) (для определенности мы 
рассматривали случай т> п). А это противоречит аксио¬ 
ме 1. Чтобы завершить доказательство взаимной одно¬ 
значности, нужно показать еще, что множество М =** 
«= (О, 8(0), 8 п (0 ), совпадает со всем N. Это не-» 

посредственно следует из аксиомы индукции. Итак, вза¬ 
имная однозначность построенного соответствия доказана. 
То, что при этом соответствии нуль переходит в эле¬ 
мент О , а функция прибавления единицы — в функцию 
5, очевидно. Таким образом, категоричность аксиом Пеано 
доказана. 

Таким образом, можно сказать, что аксиомы Пеано 
«полностью» описывают натуральные числа. 
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Однако система аксиом Пеано имеет следующий не¬ 
достаток: она предполагает заранее известным понятие 
множества (это понятие фигурирует в аксиоме индук¬ 
ции). Хотелось бы, чтобы все аксиомы были записаны 
в виде формул некоторого языка первого порядка (на¬ 
подобие первых двух аксиом: эти аксиомы представляют 
собой формулы языка первого порядка с одним нуль- 
местным и с одним одноместным функциональными сим¬ 
волами). При этом хотелось бы, чтобы свойство катего¬ 
ричности (изоморфии всех моделей этой системы аксиом) 
сохранилось. К сожалению, теорема Геделя о полноте и 
ее следствие — теорема компактности — разрушают на¬ 
дежду на построение категоричной системы аксиом в 
языке первого порядка — такой системы аксиом не су¬ 
ществует ни для какой структуры, содержащей бесконеч¬ 
ное число элементов. Поясним, почему так получается. 
Возьмем в качестве системы аксиом множество Т всех 
закрытых формул, истинных в данной структуре. Ясно, 
что эта система аксиом самая большая из всех возмож¬ 
ных; если она окажется не категоричной, то и любая 
другая система аксиом, записанных на том же языке, пѳ 
будет категоричной. Далее, применяя рассуждения, ана¬ 
логичные использованным в § 7, мы можем построить 
модель множества Т , существование которой противоре¬ 
чит требованию категоричности, иными словами, «нестан¬ 
дартную» модель множества Г. 

Приведенное выше обсуждение аксиоматического ме¬ 
тода (весьма неточное и расплывчатое) понадобилось нам 
для того, чтобы показать, каким образом исследование 
возможностей этого метода приводит к понятию нестан¬ 
дартной модели. К 1960 г. методы построения нестандарт¬ 
ных моделей (и с помощью ультрафильтров, и с помощью 
теорем полноты и компактности) были давно разработа¬ 
ны и хорошо известны специалистам по теории моделей, 
одним из основателей которой был А. Робинсон. (Совет¬ 
скому читателю он известен по русскому переводу [И] 
его монографии; нестандартному анализу посвящены три 
заключительных параграфа этой монографии — парагра¬ 
фы 9.4, 9.5 и 9.6). Оставалось «всего лишь» соединить их 
с идеями о применении бесконечно малых величин в ана¬ 
лизе, чтобы положить начало бурному развитию нестан¬ 
дартного анализа. 

Проследим за историей этого развития. В 1961 г. по¬ 
явилась статья А. Робинсона «Нестандартный анализ» 
в Трудах Нидерландской академии наук [60]. В статье 
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были намелены как основные положения нестандартного 
анализа, так и некоторые его приложения (например, 
к аналитической механике). В этой статье Робинсон, 
в частности, писал: «Наша главная цель — показать, что 
эти модели дают естественный подход к старой почтен¬ 
ной проблеме построения исчисления, включающего бес¬ 
конечно большие и бесконечно малые количества. Как 
хорошо известно, использование бесконечно малых, на¬ 
стойчиво защищаемое Лейбницем и без колебаний при¬ 
нимаемое Эйлером, было дезавуировано с появлением 
методов Коти, поставивших математический анализ на 
твердую основу». (Заметим в скобках, что за твердость 
основы надо было платить и сложностью аппарата, и от¬ 
далением от физической наглядности.) 

Итак, до 1961 г. понятие бесконечно малой посто¬ 
янной величины, бесконечно малого числа, третирова¬ 
лось как в лучшем случае нестрогое, а в худшем — бес¬ 
смысленное. Робинсон [60] впервые обнаружил, что это¬ 
му понятию можно придать точный математический 
смысл 1 ). (Примечательно, что примерно в то же время 
был разрушен и другой миф — миф об инертности инерт¬ 
ных газов: в 1962 г. было обнаружено, что инертные 
газы способны вступать в химические соединения! Ду¬ 
мается, что до этого момента из многих химических ла¬ 
бораторий был бы с позором изгнан всякий сотрудник, 
которого начальство застало бы за попыткой заставить 
инертный газ с чем-нибудь соединиться. Этот позор мож¬ 
но было бы сравнить лишь с позором, покрывавшим лет 
тридцать назад всякого математика, рассуждавшего о 
бесконечно малых числах.) 

В течение последующих восьми лет вышли в свет 
три монографии, излагающие нестандартную теорию: 
в 1962 г.— книга У. А. Дж. Люксембурга «Нестандарт¬ 
ный анализ. Лекции о робинсоновой теории бесконечно 
малых и бесконечно больших чисел» [50], в 1966 г.— 
книга самого А. Робинсона «Нестандартный анализ» [61] 
и в 1969 г.— книга М. Маховера и Дж. Хиршфелда «Лек¬ 
ции о нестандартном анализе» [54] (из 77 страниц этих 
«Лекций» действительной прямой отведено немногим бо- 


*) Наполнение смыслом понятий, традиционно рассматривае¬ 
мых как не имеющие смысла,—важный шаг в развитии науки. 
Другой важный шаг — отнятие смысла у понятий, традиционно 
признаваемых осмысленными (именно так поступил Эйнштейн о 
понятием одновременности, и это положило начало теории относи¬ 
тельности), 
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лее двух; «нестандартный анализ» понимается здесь в 
самом широком смысле). Наибольший резонанс вызвала 
книга Робинсона, вышедшая в известной серии «Иссле¬ 
дования по логике и основаниям математики». В девяти 
первых главах этой монографии содержалось как по¬ 
строение необходимого логико-математического аппарата 
(со ссылкой на А. И. Мальцева как автора лежащей в 
основе этого аппарата теоремы компактности), так и 
многочисленные приложения — к дифференциальному и 
интегральному исчислению, к общей топологии, к теории 
функций комплексной переменной, к теории групп Ли, 
к гидродинамике и теории упругости. Специальный инте¬ 
рес представляет последняя, десятая глава, в которой 
автор излагает свой взгляд на историю развития мате¬ 
матического анализа. Хотя книга Робинсона, выдержав¬ 
шая не одно издание, и сыграла значительную роль в 
развитии нестандартного анализа, ее вряд ли следует 
рекомендовать для начального ознакомления; она напи¬ 
сана сжато и трудно. 

Помимо выхода книги Робинсона, в 1966 г. в нестан¬ 
дартном анализе произошло еще одно событие. Появилась 
статья А. Р. Берястеііна и А. Робинсона [21], в которой 
впервые методами нестандартного анализа было полу¬ 
чено решение ранее поставленной проблемы, относящейся 
к обычным, «стандартным» математическим объектам. 
Для знатоков поясним, какая проблема имеется здесь 
в виду. Речь идет о проблеме инвариантных подпрост¬ 
ранств для полиномиально компактных операторов (опе¬ 
ратор Т называется полиномиально компактным, если 
комнактен оператор р(Т) для некоторого полинома р 
с комплексными коэффициентами). Краткая история во¬ 
проса такова. Теорема о существовании нетривиального 
инвариантного замкнутого пространства для компактных 
операторов в сепарабельном комплексном гильбертовом 
пространстве была доказана Дж. фон Нейманом в нача¬ 
ле 30-х годов. (Как известно, все сепарабельные гиль¬ 
бертовы пространства изоморфны «каноническому» про¬ 
странству 1%, состоящему из последовательностей комп¬ 
лексных чисел, суммируемых с квадратом; что касается 
несепарабельных пространств, то для них названная 
теорема очевидна.) Доказательство Неймана, однако, нѳ 
было опубликовано. Та же теорема для компактных опе¬ 
раторов в произвольном банаховом пространстве над по¬ 
лем комплексных чисел была установлена впоследствии 
Н. Ароншайном и К, Т, Смитом [18], 
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В очерке П. Р. Халмоша «Взгляд в гильбертово про¬ 
странство» [31] в качестве девятой проблемы фигурирует 
поставленная К. Т. Смитом задача о существовании ин¬ 
вариантного подпространства для таких операторов Т в 
гильбертовом пространстве 1 2 , для которых оператор Т г 
компактен (все такие 7\ очевидно, полиномиально ком¬ 
пактны) . Решение этой проблемы и было получено 
А. Р. Бернстейном и А. Робинсоном методами нестан¬ 
дартного анализа; они доказали, что любой полиномиаль¬ 
но компактный оператор в гильбертовом пространстве І г 
имеет нетривиальное инвариантное замкнутое подпрост¬ 
ранство. П. Р. Халмош ознакомился с доказательством 
двух названных авторов и переработал их доказательство 
в свое, не использующее нестандартный анализ [32]; 
В дальнейшем Бернстейн, используя нестандартный ана¬ 
лиз, распространил теорему Бернстейна — Робинсона на 
случай полиномиально компактных операторов в произ¬ 
вольных банаховых пространствах над полем комплекс¬ 
ных чисел [20]. Сравнительно недавно теорема об инва¬ 
риантных подпространствах для компактных операторов 
была обобщена (также с помощью методов нестандарт¬ 
ного анализа), на более широкий класс линейных топо¬ 
логических пространств, чем банаховы [30]. Впрочем, 
следует отметить, что В. И. Ломоносов показал (стан¬ 
дартными методами), в частности, что всякий оператор 
в бесконечномерном банаховом пространстве, коммутиру¬ 
ющий с компактным (и тем самым всякий полиномиаль¬ 
но компактный), имеет инвариантное подпространство. 
См. [12], с. 427—428, примечание редактора (Е. А. Го¬ 
рина), который называет доказательство Ломоносова бо¬ 
лее простым, чем все известные ранее. 

Теорема Бернстейна — Робинсона представляет собой 
отнюдь не единственный (хотя, быть может, наиболее 
эффектный) пример применения методов нестандартного 
анализа. Число и разнообразие таких применений (за¬ 
ложенных, как мы видели, еще Робинсоном) неуклонно 
растут. Приложения нестандартного анализа внутри ма¬ 
тематики охватывают обширную область от топологии 
(см. [1], с. 210—211, [19], [29], [36]) до теории диффе¬ 
ренциальных уравнений [17], теории мер и вероятностей 
(в которой возникает возможность понимания вероятно¬ 
сти события как отношения бесконечного числа благо¬ 
приятных исходов к общему числу исходов), см. [22], 
[26], [42], [46], [47], [58], [59] и теории игр [68]. Бес¬ 
конечно малые числа (в смысле нестандартного анализа) 
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оказываются полезными в исследовании бесконечно ма¬ 
лых величин в смысле стандартных учебников анализа 
(функций, стремящихся к нулю), см. [43], [45]. 

Что касается внематематических приложений, то среди 
них мы встречаем даже приложения к математической 
экономике (рассматривается рынок с бесконечно боль¬ 
шим числом участников, каждый из которых вносит бес¬ 
конечно малый вклад) [23], [24]. Многообещающим выгля¬ 
дит использование нестандартного гильбертова пространст¬ 
ва *1 2 для построения квантовой механики (традиционно 
формулируемой в терминах «обычного» пространства / 2 ) , 
см. [28], а также [55] (рассматривается нестандартное 
определение фейнмановского интеграла по путям), [41] 
(рассматривается бесконечная флуктуация поля в бес¬ 
конечно малой области) и [40]. А в статистической ме¬ 
ханике становится возможным рассматривать системы из 
бесконечного числа частиц, см. [35]. Интерес физи¬ 
ков к нестандартному анализу обусловил появление 
его популярных изложений в физических журналах 
([64], [66]). 

Помимо применений к различным областям математи¬ 
ки (и не только математики), исследования в области 
нестандартного анализа включают в себя и исследование 
самих нестандартных структур (см., например, [37]). 

В 1976 г. вышли сразу три книги по нестандартному 
анализу: «Элементарный анализ» и «Основания исчисле¬ 
ния бесконечно малых» Г. Дж. Кейслера ([38], [39])' 
и «Введение в теорию бесконечно малых» К. Д. Стройна 
и В. А. Дж. Люксембурга [62]. Первая из них представ¬ 
ляет собой написанный с нестандартных позиций учебник 
по математическому анализу — типа учебника для втузов 
с Повышенными требованиями по математике. В этой 
книге большое число примеров и упражнений, однако 
многие доказательства даны лишь эскизно; само сущест¬ 
вование поля гипердействительных чисел и некоторый 
вариант принципа переноса провозглашены в качестве 
аксиом. Все необходимое обоснование перенесено во вто¬ 
рую книгу, тесно связанную с первой и выступающую 
в качестве руководства для преподавателей. «Основания 
исчисления бесконечно малых» содержат тот материал, 
который следует предварительно изучить, чтобы квали¬ 
фицированно использовать в преподавании «Элементар¬ 
ный анализ». Наконец, книга Строяна и Люксембурга — 
это фундаментальная монография, вызывающая при чте¬ 
нии трудности даже у специалистов, 
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В 1977 г. вышла книга М. Девиса, русский перевод 
которой [3] уже неоднократно упоминался нами. Эта кни¬ 
га, пожалуй, в наибольшей степени подходит для ^пер¬ 
вого ознакомления с предметом. Слова «прикладной не¬ 
стандартный анализ» суть буквальный перевод англий¬ 
ского названия книги; содержанию книги больше отвечало 
бы название «Нестандартный анализ и его приложения» 
при понимании термина «нестандартный анализ» в ши¬ 
роком смысле общей абстрактной теории; действительно, 
первая глава книги посвящена именно такой теории, 
а остальные главы — приложениям этой теории. Так, 
в главе второй общие построения первой главы приме¬ 
няются к изучению множества действительных чисел 
а в главе третьей — к изучению метрических и, более 
общо, топологических пространств. В главе четвертой 
рассматривается приложение методов нестандартного ана¬ 
лиза к эадачам исследования нормированных линейных 
пространств, а в главе пятой — к исследованию гильбер¬ 
това пространства 1 %; центральное место в последней гла¬ 
ве занимает доказательство ранее упоминавшейся тео¬ 
ремы Бернстейна — Робинсона. 

Быть может, наибольшую пользу нестандартные ме¬ 
тоды могут принести в области прикладной математики — 
недаром физики и инженеры так любят говорить о «бес¬ 
конечно малом» и «бесконечно большом». В 1981 г. в се¬ 
рии «Ьесіиге поіез іп шаіЬешаіісз» вышла книга Р. Лутца 
и М. Гозе «Нестандартный анализ: практическое руко¬ 
водство с приложениями» [48]. В этой книге после изло¬ 
жения основных принципов нестандартного анализа рас¬ 
сматриваются вопросы теории, возмущений. Грубо говоря, 
задача теории возмущений Состоит в следующем. Имеется 
какой-то объект (многочлен, линейный оператор, алгебра 
Лп, дифференциальное уравнение и т. д.). Его чуть-чуть 
изменяют. Как связаны свойства получившегося объекта 
со свойствами исходного? На языке нестандартного ана¬ 
лиза задача ставится так. Исходный объект является 
стандартным. Изменение, которому он подвергается, бес¬ 
конечно мало. Что можно сказать о свойствах изменен¬ 
ного объекта, если нам известны свойства исходного? 
Мы видйм, что понятия нестандартного анализа фигури¬ 
руют уже в самой постановке задачи (а нѳ только в ее 
решении) . Разумеется, можно пытаться перевести задачу 
на язык классического анализа (без бесконечно малых)' и 
решать еѳ классическими средствами, но, как пишут авто¬ 
ры рассматриваемой книги, в результате применения не- 
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стандартных методов появляются «как изящные форму¬ 
лировки, так и интуитивно более ясные доказательства:) 
(с. 127). 

В частности, в 8-м уроке части IV книги Лутца и 
Гозѳ рассматривается приобретшая широкую известность 
(в немалой степени благодаря усилиям математиков кру¬ 
га Н. Бурбаки, см. [25], [5]) так называемая «проблема 
уток». Эта проблема состоит в требовании объяснить, 
каким образом у уравнения ван дер Поля 

гх + (х г — 1)і гЬ х “ а, 

где е положительно и достаточно мало, исчезает предель¬ 
ный цикл, когда параметр а, возрастая, переходит через 
значение 1. Термин «утка» объясняется тем, что этот 
цикл в процессе своего превращения приобретает форму, 
напоминающую контур летящей утки. Рассмотрение па¬ 
раметра е не просто как малого действительного, но как 
бесконечно малого гипердействительного числа оказалось 
для этой задачи чрезвычайно полезным. 

В заключительном параграфе недавно вышедшего 
учебного пособия А. Г. Кусраева и С. С. Кутателадзѳ 
«Субдифференциалы и их применения» (Новосибирск, 
1985.—88 с.), названном «Конус Кларка», авторы, при¬ 
ведя соответствующее определение, указывают на о. 72: 
«с первого взгляда невозможно понять ни свойства кону¬ 
са Кларка, ни сам смысл его формального определения». 
Последующие страницы пособия посвящены разъяснению 
этих свойств и этого смысла на языке нестандартного 
анализа (причем отмечается, что «с качественной точки 
зрения инфинитезимальные касательные конусы представ¬ 
ляют собой результаты разглядывания множества в 
микроскоп»!). 

Наряду с изложенным в нашей книжке подходом к 
нестандартному анализу (восходящим к Робинсону) су¬ 
ществует и приобретает возрастающую популярность дру¬ 
гой подход. При этом подходе бесконечно малые элементы 
не «изобретают», строя расширения действительной пря¬ 
мой или других математических структур, а «открывают» 
внутри этих структур. Нам предлагается считать, напри¬ 
мер, что бесконечно малые всегда были среди действи¬ 
тельных чисел, но просто мы их не видели, не имея 
средств выделить среди остальных. 

Сказанное кажется противоречивым: ведь мы же 
внаем, что в поле действительных чисед справедлива 
аксиома Архимеда и, следовательно, нет бесконечно ма- 
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лых. Как же их можно там «открыть»? Вспомним, одна¬ 
ко, обсуждение аксиомы Архимеда и ее формального 
аналога в § 10. Мы видели, что вполне возможна ситуа¬ 
ция, в которой аксиома Архимеда не выполняется, в то 
время как ее формальный аналог является истинной фор¬ 
мулой. Нам теперь предлагается считать, что именно так 
и обстоит дело в «обыкновенных» действительных числах. 
При этом все обычные теоремы, касающиеся действитель¬ 
ных чисел, остаются в силе, так как их доказательства 
могут быть формализованы, и в этих формализациях 
используется не интуитивно понимаемая аксиома Архи¬ 
меда, а ее формальный аналог. 

Сказанное, разумеется, требует уточнения. Мы наме¬ 
тим лишь общую его схему (следуя работе Нельсона 
[56]; другой способ уточнения обсуждается в [33]). Рас¬ 
смотрим аксиоматическую систему теории множеств и 
добавим к ней новое неопределяемое понятие «х — стан¬ 
дартное множество» (в дополнение к уже имевшемуся 
неопределяемому понятию «х — элемент множества у »). 
При этом сохраняются все имевшиеся ранее аксиомы 
этой системы (ничего не говорящие, естественно, о новом 
понятии «быть стандартным»), а также добавляются но¬ 
вые аксиомы. Грубо говоря, эти аксиомы соответствуют 
принципу переноса, принципу направленности и возмож¬ 
ности рассматривать произвольные множества в стандарт¬ 
ной суперструктуре. При этом оказывается, что возни¬ 
кающее расширение аксиоматической теории множеств 
является консервативным в том смысле, что всякая вы¬ 
водимая в этом расширении формула обычной теории 
множеств (т. е. не содержащая понятия «стандартный») 
выводима и в обычной теории множеств. Таким образом, 
для «старых» формул «новые» средства доказательства 
равносильны «старым», хотя — ив этом пафос всего не¬ 
стандартного анализа— «новые» доказательства могут 
быть более короткими и естественными, чем «старые» до¬ 
казательства тех же утверждений. 

Различие между робинсоновским подходом к нестан¬ 
дартному анализу и новым, аксиоматическим подходом 
к нему проявляется не столько в математических резуль¬ 
татах, которые с их помощью могут быть получены, 
сколько в той позиции, с которой мы их рассматриваем. 
Провозглашая, что бесконечно малые — это существовав¬ 
шая всегда реальность, аксиоматический подход вдохнов¬ 
ляет нас на их безбоязненное использование не только 
в качестве средств доказательства, «полезных фикций», 
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но и как полноправных математических объектов, могу¬ 
щих входить в формулировки наших утверждений. Бу¬ 
дущее развитие нестандартного анализа покажет, на¬ 
сколько этот взгляд является плодотворным. 

В настоящее время нестандартный анализ завоевывает 
все большее признание. Состоялся ряд международных 
симпозиумов, специально посвященных нестандартному 
анализу и его приложениям [51], [52], [34]. В течение 
последних десятилетий нестандартный анализ (точнее, 
элементарный математический анализ, но основанный на 
нестандартном подходе) преподавался в ряде высших 
учебных заведений США. Некоторые итоги такого рода 
преподавания были подведены в методической статье, 
опубликованной в 1976 г. в «Американском математи¬ 
ческом ежемесячнике» [63]. Статья заканчивается сле¬ 
дующими фразами: «Опасения, ... что те студенты, кото¬ 
рые будут изучать математический анализ при помощи 
инфинитезимальных (бесконечно малых) элементов, в 
меньшей степени овладеют основными навыками, должны 
быть, без сомнения, сняты. Более того, представляется 
весьма вероятным, что использование инфинитезималь¬ 
ного подхода сделает курс математического анализа го¬ 
раздо более живым и увлекательным как для препода¬ 
вателей, так и для студентов». 

§ 14. СУЩЕСТВУЮТ ЛИ ГШІЕРДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ 
ЧИСЛА «НА САМОМ ДЕЛЕ»? 


Конечно, нестандартные гипердейстительные числа 
(т. е. гипердействительные числа, не являющиеся дейст¬ 
вительными) — довольно-таки необычные объекты. На то 
они и называются нестандартными. Но что значит не¬ 
обычные? Необычные означает непривычные. Ведь то, 
к чему привык, уже перестает ощущаться как необыч¬ 
ное. И к нестандартным числам надо просто при¬ 
выкнуть. 

Процесс привыкания к нестандартным числам встре¬ 
чает известные психологические трудности. Не всем сразу 
делается понятным, где отводится место для новых чисел. 
Для бесконечно больших чисел такое место находился 
с большей (хотя, скорее всего, ложной) легкостью — где- 
то в отрицательной или положительной бесконечности. 
В этом смысле психологически проще освоиться с нестан¬ 
дартными гипернатуральными числами. Всякое такое число 
бесконечно велико и положительно, оно больше всякого 
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натурального. По существу, представление о таком числа 
уже бытовало (хотя и не в строгом понимании) в среде 
математиков: словом «гугол» стало обозначаться в послед- 
нее время натуральное число, превосходящее всякое ра- 
вумноѳ количество. Бесконечно большие гипердействи¬ 
тельные числа могут быть уже не только положительны, 
но и отрицательны: бесконечно большое отрицательное 
число меньше *), а положительное — больше всех обычных, 
стандартных чисел. Но ведь есть еще конечные не¬ 
стандартные числа. Где помещаются они? Они помещаются 
между действительными, заполняя пустоты между ни¬ 
ми. Но разве существуют такие пустоты? Это как по¬ 
смотреть. Разумеется, если стоять на той точке зрения, 
что возможны только (стандартные) действительные чис¬ 
ла, никаких пустот между ними не окажется, да и за¬ 
полнять эти пустоты, существуй они, было бы нечем 
(ведь при выбранной точке зрения никаких нестандарт¬ 
ных чисел просто нет). Переход от действительных чисел 
к конечным гипердействительным числам путем добавле¬ 
ния к первым конечных нестандартных чисел происхо¬ 
дит аналогично тому, как осуществляется переход от 
рациональных чисел к действительным числам путем 
добавления к первым чисел иррациональных. Иррацио¬ 
нальные числа располагаются между рациональными, и 
ясное понимание этого тоже нередко вызывает у уча¬ 
щихся психологические затруднения. И в этом случае 
тоже можно (хотя это и очень неудобно) стать на 
точку врения, что числа бывают только рациональные, 
и для действительных чисел тогда не будет места на 
нашей числовой осп. Правда, в таком случае мы дол¬ 
жны будем отказаться от таких привычных возможно¬ 
стей, как, скажем, возможность извлечь квадратный ко¬ 
рень из любого положительного числа. Отказываясь от 
нестандартных чисел, мы также лишаем себя некоторых 
возможностей — но на этот раз возможностей как раз 
непривычных, таких, как право рассматривать бесконечно 
малые и бесконечно большие числа. 

Конечно, аналогия между конечными нестандартными 
числами и иррациональными числами справедлива лишь 


*) Терминология малоприятна: бесконечно большое отрица¬ 
тельное число характеризуется как число, которое меньше любого 
числа некоторой совокупности. Дело в том, что бесконечно боль¬ 
шие числа (как положительные, так и отрицательные) выделяют¬ 
ся тем* что их абсолютная величина больше всякого (стандартно¬ 
го натурального числа, 
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до известных пределов: иррациональные числа заполняют 

так называемые щели между рациональными числами 
(по одному иррациональному числу на каждую щель), 
а чтобы получить конечную часть гипердействительной 
оси, надо каждое действительное число раздуть в интер¬ 
вал (правда, бесконечно малый). (Ведь мы видим звезды 
точками, хотя на самом деле они диски. Аналогично 
можно считать, что то, что мы «видим» как точки на 
действительной оси, на самом деле представляет собой 
интервал с центром в действительной точке, т. е. монаду.) 

Прочитав предыдущие строки этого параграфа, чита¬ 
тель вправе испытать законное недоумение. Что значит 
«можно считать так, а можно и этак»? А как на самом 
деле? Всамделипшая-то числовая ось из чего состоит — 
только из рациональных чисел? или только из действи¬ 
тельных? или конечных гипердеііствительыых? или из 
всех гипердсйствптельных, как конечных, так и беско¬ 
нечно больших? 

Чтобы ответить на эти вопросы, надо прежде всего 
понять, что 'значат слова «на самом деле». В чем же 
заключается это самое дело? А дело в том, что надо четко 
различать математическую и физическую реальности. 

В математической реальности существуют различные 
числовые системы (если угодно, можно называть их чис¬ 
ловыми осями); М, 2» С) К,*К. Каждая из них представ¬ 
ляет собой линейно упорядоченное множество с опре¬ 
деленными на нем операциями сложения и умножения. 
Каждую из этих систем можно считать расширением 
предыдущей (причем п порядок, и результат применения 
операций сохраняются для «старых» элементов) и, таким 
образом, писать 


ІЫс:2с:0с:[Рс=: 

Числовая система (или числовая ось) К выделяется 
тем, что ее элементы (действительные числа) взаимно 
однозначно, и с сохранением порядка, соответствуют точ¬ 
кам геометрической прямой. Казалось бы, это обстоя¬ 
тельство является решающим: геометрическая прямая 
(точнее, прямая с выделенными на ней двумя точками, 
- названными соответственно «нуль» и «единица») и дает 
«подлинную» числовую ось. 

Однако сама геометрическая прямая представляет со¬ 
бою объект математической (а не физической!) реаль¬ 
ности — в данном случае объект математической струн- 
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туры, описываемой соответствующими аксиомами и на¬ 
зываемой «евклидова геометрия». Но ведь можно рас¬ 
сматривать и другие системы аксиом и получать другие 
геометрии, в которых прямые линии будут обладать други¬ 
ми, нежели в евклидовой геометрии, свойствами. Все мы 
знаем, что бывают неевклидовы геометрии. Среди них 
выделяются геометрия Лобачевского и геометрия Римана. 
В геометрии Лобачевского нарушаются (по сравнению с 
евклидовой геометрией) внешние свойства прямой, т. е. 
свойства, характеризующие поведение прямой в отноше¬ 
нии других прямых, но внутренние свойства каждой 
прямой сохраняются: точки на прямой Лобачевского 
расположены так же, как на прямой Евклида. В геомет¬ 
рии Римана нарушаются не только внешние, но и внут¬ 
ренние свойства прямой: порядок точек на прямой 
Римана цикличен, он подобен порядку точек на окруж¬ 
ности (в строгом математическом смысле его даже нель¬ 
зя называть порядком). А можно придумать и такую 
«нестандартную» систему аксиом геометрии, в которой 
точки на прямой будут расположены так же, как на 
гипердействительной оси *Р. Итак, мыслимы различные 
геометрии, и им соответствуют различные числовые си¬ 
стемы. 

Но тогда естественно спроситъ, которая же из геомет¬ 
рий, и, в частности, которое же из представлений о гео¬ 
метрической прямой, описывает реальное физическое про¬ 
странство и, в частности, реальную физическую прямую. 
Здесь надо отчетливо понимать, что геометрическое описа¬ 
ние физической реальности возможно только с известной 
степенью приблизительности. Так, планету Земля можно 
описать как шар, как эллипсоид и как геоид: и первое, 
и второе и даже третье описания приблизительны, хотя 
точность их возрастает (но не надо думать, что чем точ¬ 
ность выше, тем описание лучше: подлинную революцию 
произвело именно представление о Земле как о шаре и, 
скорее всего, это представление навсегда останется «са¬ 
мым главным»). При не слишком больших и не слишком 
малых (по сравнению с размером человека) пространст¬ 
венных размерах физическое пространство с достаточной 
точностью описывается обычной геометрией Евклида. 
При значительном увеличении или, напротив, уменьше¬ 
нии размеров эта точность начинает расшатываться. 

О том, как устроено физическое пространство в очень 
большом и в очень малом, мы знаем еще недостаточно. 
По-видимому, общепринятой является точка зрения, что 
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пространство в целом копечно 1 ). Луч света, направленный 
из некоторой точки такого пространства в какую-либо 
сторону, вернется в ту же точку с другой стороны (да 
и это верно со множеством оговорок). Не исключено, что 
два астрономических объекта, видимых на небе в разных 
местах, суть один и тот же объект, видимый с разных 
сторон. В одном из рассказов Уэллса герой рассказа, со¬ 
вершив космическое путешествие, возращается на Землю 
зеркально отраженным — нельзя исключить и такую воз¬ 
можность, допускаемую в так называемых неориентируе- 
мых пространствах. Итак, мы мало знаем, как ведет себя 
пространство в удаленных от нас районах. Мы мало (хо¬ 
тя, конечно, очень много по сравнению с прошлым веком) 
знаем и о микромире. Одна из серьезно обсуждаемых 
гипотез, лежащая в основе так называемой теории кван¬ 
тования пространства-времени, состоит, например, в том, 
что временные и пространственные промежутки не дро¬ 
бимы неограниченно, а что, напротив, существует мини¬ 
мальный возможный для таких промс жутков конечный 
размер. Если бы это было так, все физические величины 
измерялись бы только натуральными 2 ) числами. Противо¬ 
положная точка зрения состоит в том, что существуют 
бесконечно малые размеры и бесконечно малые интерва¬ 
лы времени. Эта точка зрения приводит к тому, что 
физические величины представляют собою гипердействи¬ 
тельные (и притом не обязательно действительные, а воз¬ 
можно, нестандартные) числа. Какая из точек зрения 
ближе к действительности — автору неизвестно. Тем нѳ 
менее автор убежден, что любая математическая кон¬ 
цепция может описывать действительность не исчерпы¬ 
вающим образом, а лишь приблизительно, огрубленно. 

Быть может, во многих случаях вообще нецелесооб¬ 
разно спрашивать, которая из данной совокупности ма¬ 
тематических моделей лучше описывает физическую 
действительность. По-видимому, разумно принимать прин¬ 
цип множественности моделей и считать, что действи¬ 
тельность описывается сразу целой совокупностью мате¬ 
матических моделей, частично противоречащих друг 
другу. Так, скорее всего, разумно считать, что физическое 
пространство одновременно описывается нескольки¬ 
ми моделями, одна из которых — обычная евклидова гео- 


*) Однако столь велико, что утверждение «Вселенная бесконеч¬ 
на» описывает реальность не хуже, чем утверждение «Земля — 
шар». 

2 ) А может быть гипернатуральными? 
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ыетрия, другая предполагает минимальный пространст¬ 
венный размер («квант пространства»), третья — сущест¬ 
вование бесконечно малых расстояний и т. д. В этой 
связи полезно вспомнить, что в трудах основоположников 
математического анализа — Ньютона и Лейбница — про¬ 
слеживаются различные модели мироздания. Говоря 
образно и уже по одному этому весьма огрубление, Лейб¬ 
ниц видел мир как мозаику, составленную пз мельчайших 
частиц; можно интересоваться отношением одной из ча¬ 
стиц, йу у к другой, йх . Мир Ньютона непрерывен и не¬ 
прерывно меняется с течением времени: переменные (по 
Ньютону флюенты) х , у, ... суть функции времени и 
можно интересоваться скоростями их изменения (флюк* 
сияли по Ньютону) у, ... Таким образом, если карти¬ 
на мира Лейбница выполнена в технике мозаики и ме¬ 
няется так, как если бы мы встряхивали калейдоскоп 
через бесконечно малые промежутки времени то кар¬ 
тина мира Ньютона написана масляными красками, ко¬ 
торые еще нѳ успели застыть и потому текут по поверх¬ 
ности холста. 

Итак, не исключено, что представление о бесконечно 
малых расстояниях, массах, зарядах и т. п. хорошо со¬ 
ответствует физической реальности. Тогда для описания 
этих бесконечно малых величин требуются бесконечно 
малые числа. Если желать, чтобы эти числа могли под¬ 
вергаться обычным арифметическим операциям, неизбеж¬ 
но возникают бесконечно большие числа (как результаты 
деления единицы на бесконечно малые), а также такие 
нестандартные числа, которые не являются ни бесконечно 
большими, ни бесконечно малыми (как результаты при¬ 
бавления бесконечно малых к обычным действительным 
числам). Полученная система гипердействительных чисел, 
включающая все действительные как подсистему, пре¬ 
тендует на то, чтобы обслуживать физический мир не 
хуже, чем это делает обычная числовая ось. 

ДОБАВЛЕНИЕ ПРИ КОРРЕКТУРЕ 

В сентябре 1980 г, в Ташкенте происходил Первый всемир¬ 
ный конгресс Общества математической статистики и теории ве¬ 
роятностей имени Бернулли. 19-я секция этого конгресса называ¬ 
лась «Нестандартный анализ в теории вероятностей», Некоторые 
из участников секции имели возможность ознакомиться о только что 
вышедшей книгой [69], посвященной нестандартным методам в сто¬ 
хастическом анализе и математической физике и содержащей свы¬ 
ше полутысячи страниц, 



Приложение 

«НЕСТАНДАРТНОЕ» ПОСТРОЕНИЕ СТЕПЕННОГО РЯДА 

В. Г . Кановей 


Читатель настоящей книги, который пожелал бы под ее влия¬ 
нием узнать из трудов классиков математики XVII—XVIII вв. 
больше о том, что сделали Лейбниц и его последователи «нестан¬ 
дартными)) методами, получит особое удовольствие прикосновения 
к подлинным математическим шедеврам, природа которых до кон¬ 
ца не раскрыта и по сей день. Чего стоит, например, проведенное 
Эйлером разложение синуса на множители! Но попробуйте прове¬ 
сти корректно в рамках нестандартного анализа выкладки на 
с. 7 — это совсем не просто и пока, как кажется, никому не уда¬ 
лось в полной мере. (В работе [53], на которую сделана в этой 
связи ссылка на с. 56, обойдены некоторые пункты эйлеровского 
рассуждения.) А другие эксперименты Эйлера и его современни¬ 
ков с бесконечностями цробще находятся в настоящее время вне 
поля зрения «нового» нестандартного анализа. 

Читатель, взявший на себя труд изучения лучших математи¬ 
ческих трактатов того времени (например, «Дифференциального 
исчисления» Леонарда Эйлера — одного из наиболее богатых идея¬ 
ми сочинений за всю историю математики), также может, к не¬ 
которому своему удивлению, обнаружить, что многие математиче¬ 
ские открытия, известные сейчас в том виде, который они приняли 
после «кошианской» реконструкции основ анализа, первоначально 
были сделаны на основе «нестандартных» рассуждений. Здесь мы 
расскажем об одном из таких открытий — разложении функции в 
степенной ряд. 

Степенные ряды —один из главных-инструментов анализа, и в 
любом учебнике, включающем теорию рядов, приведено раз¬ 
ложение 

/(х) = /(а) + ^(^-а) + ^р^--а) 2 + .... (1) 

правая часть которого называется рядом Тейлора. Для того чтобы 
записанное равенство фактически выполнялось {в смысле обычно¬ 
го определения сходимости ряда), достаточно потребовать, чтобы 
функция / удовлетворяла, например, такому условию: 

в некотором интервале, содержащем точки а их, все про¬ 
изводные / (А Э(5) существуют и ограничены по абсолют¬ 
ной величине числом Л/, не зависящим от й и (2) 

(Мы взяли для иллюстрации простейшее из требований такого 
рода.) 

Вывод равенства (1) в предположении (2) (илц каком-либо 
другом) в современных учебниках дается обычно с помоЩыо оцен¬ 
ки остаточного члена ряда Тейлора. Такой подход был основан 
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Лагранжем. Однако сам Тейлор получил названный его именем 
ряд задолго до Лагранжа (в 1714 г.) совершенно иным путем. Эта< 
первоначальная конструкция, взятая нааір из предисловия М. Я. Вы¬ 
годского к «Дифференциальному исчислению» Эйлера [70], сводит¬ 
ся к следующему рассуждению. 

Зафиксируем бесконечно большое натуральное число п. Тогда 
1 

число — (# — а) будет бесконечно малым. Исходя из форму¬ 
лы дифференциала функции й}(\) = /(1 + йх) — /(1) (с. 55) 

можно определить второй дифференциал — квадрат оператора й: 

<*7(б) = *т*)) = ті + - ті) - 

- ШЪ + 4х + ІХ) - пъ + *)]-.[/<&+ *0 -/(!)] = 

-/(6 + 2*)-2/(І + й*) +/(І); 

его третью степень 

*/(!) = /(1 + Ъйх) - 3/(1 + 2йх) + 3/(1 + &х) - /(1) 

(в правой части стоят знакочередующиеся биномиальные коэффи¬ 
циенты) и вообще любую степень й н с натуральным (конечным 
или'бесконечно большим) показателем к. 

В то же время непосредственно из определения й следует 

/(1 + ^)=/(1) + й/(1) = (1 + й)/(І), 


где 1, если угоднр,— символ тождественного оператора. Тогда 

/(1 + 2йх) = (і + ть + **) - а + *) 2 /(б>, 

и вообще /(1 + кйх) = (1 + й) к {{\) при любом к. 

Тем самым {(х) = (1 4- й) п /(а), так как а 4~ п йх — х. Раз 
дожив бином по формуле Ньютона, мы приходим к равенству 


п 


/(*)= 2 СУЧ(а). 

А—О 

Общий член суммы в правой части преобразуется к виду 
(а) , ь п(п — 1) . .. (п — к 4- 1) й к ! (а) (х — а) к 


С 


п 


йх 


йх' 


к\ 


йх 1 


п г 


( 3 ) 


(а) 


~*пн Шх Т чеРпь -у п, ---ѵ- „ 

После этого равенство (3) можно переписать следующим образом: 

й к І (о) 


= 4 


1 




1 


к- 1 


п 


і (*) =* 2 


пк 


А=0 


к\ йх* 


{х — а)*. 


(4) 


(Полученное соотношение применяется в исчислении конечных 
разностей, где оно известно как формула Ньютона — естественно, 
для конечных п и конечно малых йх [71], с. 31—32.) 

Дальше Тейлор замечает, что при бесконечно большом п и ко¬ 
нечном к коэффициент Р п ь бесконечно близок к единице, а отпо- 

й К і{а) 

шепие ^ - также бесконечно близко к производной /<*) ( а ) 
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ввиду бесконечной малости йх. Следовательно, &-й член суммы в 
правой части (4) бесконечно мало отличается от соответствующе¬ 
го члена в правой части (1), если натуральное к конечно, а потому 
просто совпадает с ним, ибо бесконечно малые суть «пули». Нако¬ 
нец, члены с бесконечно большими номерами к в (4) просто отбра¬ 
сываются, и мы приходим к разложению (1). 

Покажем теперь, как это рассуждение можно заключить в 
строгие рамки нестандартного анализа. Вывод равенства (4) не 
вызывает серьезных сомнений (хотя в духе концепций настоящей 
книги следовало бы писать /* вместо /, чего мы не делаем). Одна¬ 
ко переход от (4) к (1) — и, в частности, игнорирование бесконечно 
больших номеров — выглядит подозрительно. Чтобы прояснить этот 
момент, обозначим 






А! 


{х—а) к , В, 


а к 1{а) 
к\ йх к 


(х— а) к , 


§т = Ъц Ъ і + • • • “I" ^тп? 8т = Во + В\ + ... + Вт 

{к п т — патуралъпые числа, копечные или бесконечно большие). 

Вообще, для доказательства равенства (1) на основе «гипердей¬ 
ствительного» определения предела (с. 47) достаточно проверить, 
что І(х) да § п для любого бесконечно большого натурального п. 
В выводе соотношения (4) бесконечное п произвольно, так что с 
учетом (4) достаточно доказать, что да 8 п именно для этого 
фиксированного п. (Напомним, что знак да означает равенство 
с точностью до бесконечно малого слагаемого.) 

Начнем с оценки величин Ъъ, Въ и разности рь = Ъъ — Въ для 
конечных и бесконечно больших к. Требование (2) предполагается 
сформулированным в рамках стандартных чисел, и поэтому пусть 
стандартное М > 0 таково, что 

/ (й) (?) существует и |/ (й) (?)1 <. М (5) 

для любого конечного натурального к и любого стандартного 6 из 
некоторого интервала, содержащего а и х. «Основная гипотеза» 
на с. 34 (или принцип переноса на с. 67) позволяет распространить 
(5) на все бесконечно большие к и все нестандартные (гидердеи- 
ствителъные) % из (нестандартного аналога) того же интервала. 

Уже одного требования непрерывности / (А > (вытекающего из 
существования /< А+1 >) достаточно, чтобы утверждать: 

= / №) («+ ѳ *)> о < Ѳ, < Ых (6) 

(см., например, [71], с. 19; при к = 1 —теорема Лагранжа). Отсю¬ 
да ввиду бесконечной малости йх немедленно следует 

Ъъ & Въ и рь да 0 для конечных к. (7) 

Пусть теперь число к бесконечно велико. Число же с = 2|х — а\ 
стандартно, и поэтому при бесконечном к выполняется неравен¬ 
ство с к ^ к\ (которое легко можно вывести исходя из более быст¬ 
рого роста факториала по сравнению со степенью с любым фикси¬ 
рованным основанием). Следовательно, (х — а) к ^ 2“ А &!, и мы 
находим с помощью (5) и (6), что 

1 Ра I <2Л/*2” А для каждого бесконечного к , (8) 
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Дальше нам потребуется 

Л е м м а. Существует бесконечно большое натуральное іп-^п 
такое, что сумма а т = |М + ІРі| + ••• + |?т| бесконечно мала. 

После доказательства леммы сложностей уже нет. Именно: 
если т таково, как указано, то с помощью (8) можно получить 
оценку 

К-**|<о я + 2 |Р*|<° т + 2 " 2 

Н—т^-1 &=т-И 

< а ,п + 2М-2~ т , 

т. е. 5„ — 5» & О ( т бесконечно) И5 П « 8 п , что и требовалось. 

Доказательство леммы. Искомыми свойствами обла¬ 
дает наибольшее (конечное или бесконечно большое) число т ^ п, 
для которого выполняется неравенство о т < гп~ 1 . Это число т 
бесконечно большое, поскольку любое конечное т удовлетворяет 
записанному неравенству благодаря соотношению (7). Обратное 
число т~ 1 будет бесконечно малым. Следовательно, и сумма о т 
бесконечно мала, так как о т ^ т “ 1 по выбору числа т. Лемма 
доказана. 
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